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FORMULAIRE

MODÈLES 1D

Modèle linéaire

∂u

∂t
+ α1

∂u

∂x
+ α3

∂3u

∂x3
= µ0 u + µ2

∂2u

∂x2
+ µ4

∂4u

∂x4
.

σ = Σ(k1) = µ0 − µ2 k2
1 + µ4 k4

1 et ω = Ω(k1) = α1 k1 − α3 k3
1

Linéarisation autour d’un équilibre

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= µ u− γ u3 + µ2

∂2u

∂x2
+ µ4

∂4u

∂x4

∂ũ

∂t
+ u0

∂ũ

∂x
= µ0 ũ + µ2

∂2ũ

∂x2
+ µ4

∂4ũ

∂x4

Calcul de stabité

∂U

∂t
= F(U) =⇒ ∂Ũ

∂t
= L

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
Ũ

Ũ(x, t) = A ei k·x+s t =⇒ s A = L(ik1, ik2, ik3) A

=⇒ σi = Σi(k) et ωi = Ωi(k) pour i = 1, ..., n



2 FORMULAIRE

INSTABILITÉ “ROLL WAVES”

Modèle de Saint Venant

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
= −g′

∂h

∂x
− g I − 1

2
Cf

U |U |
h

et
∂h

∂t
+

∂

∂x
(U h) = 0

Linéarisation autour de (hn, Un) :

∂Ũ

∂t
+ Un

∂Ũ

∂x
= −g′

∂h̃

∂x
+ Cf

(
Un

hn
Ũ − U2

n

2 h2
n

h̃

)
∂h̃

∂t
+ Un

∂h̃

∂x
+ hn

∂Ũ

∂x
= 0

Équations adimensionnées

∂U∗
∂t

+ U∗
∂U∗
∂x

= − 1
F 2

∂h∗
∂x

+
1
2

Cf

(
1− U2

∗
h∗

)
et

∂h∗
∂t

+
∂

∂x
(U∗ h∗) = 0 ,

Calcul de stabité

(S + iK + 1)(S + iK) +
1

F 2
K2 +

1
2

iK = 0

Instable pour tout K dès que F > 2.
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INSTABILITÉ DE KELVIN HELMOLTZ

Équations d’Euler avec interface

div U i = 0 et ρi
d

dt
U i = −grad pi − ρi g ez pour i = 1, 2

Conditions aux limites à l’interface

∂η

∂t
+ U1 · grad η = w1 , p1 = p2 ,

∂η

∂t
+ U2 · grad η = w2

Linéarisation autour de l’équilibre

U i = Ui x +grad φi et ∆φi = 0

avec les conditions aux limites

ρ1

[(
∂

∂t
+ U1

∂

∂x

)
φ1 + g η

]
= ρ2

[(
∂

∂t
+ U2

∂

∂x

)
φ2 + g η

]
en z = 0 .

Calcul de stabité

ρ1

[
g k + (s + i k1 U1)2

]
= ρ2

[
g k − (s + i k1 U2)2

]
.

Cas ρ1 = ρ2 : (s + i k1 U1)2 + (s + i k1 U2)2 = 0

Cas U1 = U2 = 0 : s2 = ρ2−ρ1

ρ1+ρ2
g k



4 FORMULAIRE

STABILITÉ DES ÉCOULEMENTS PARALLÈLES

Équation d’Orr-Sommerfeld[
s + i k1 U0(z)− ν (D2 − k2

1)
]
(D2 − k2

1) wm = U ′′
0 (z) wm .

Théorème du point d’inflexion

Une condition nécessaire pour que U0(z) soit instable est l’existence d’un point
d’inflexion.

Instabilités visqueuses

U (z)
!

x

z

z
"

z
#

k
1

1/

INSTABLE

STABLE

!"#$%
!

&

$

$
"

$
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1

1/

INSTABLE

STABLE


