Article Pédagogique Multimedid

O. Thual, APM-INPT thu-emiobs (2003)

Emission d’ondes par un obstacle oscillant
ou mobile

Objectif :

Ondes u(z,t) = u,, eEL7wit avec w; = Q;(k)

Obstacle oscillant a une pulsation wg et/ou animé d’une vitesse —V.

1 Obstacle oscillant en milieu 1D
2 Obstacle oscillant en milieu 2D

3 Obstacle oscillant ou mobile
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1 Obstacle oscillant en milieu 1D

Obstacle oscillant a la pulsation wg dans un milieu 1D.

Seules les ondes de pulsation wy = (k1) et de vitesse de groupe

cq(k1) > 0 sont émises vers la droite (idem pour la gauche).

1.1 Chemins dans le plan complexe
1.2 Limite des faibles dissipations et sillage lointain

1.3 Exemple des ondes sonores
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1.1 Chemins dans le plan complexe

Equation de Korteweg de Vries linéaire forcée :

% + % _|_6@
ot a@x ox3

ou f(x) et modélise le forcage exercé par un obstacle oscillant.

= fla) et

Relation de dispersion des ondes u(x,t) = u,, e**1 &7t

w=Qk)=ak -8k

Convention w > 0 dans la mesure ou :
les ondes (U, k1,w) et (ur,, —ki, —w) ont la méme partie réelle.
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On suppose que f(z) admet la décomposition de Fourier spatiale

:/ f(kl) eiklxdkl e fkl /f _Zklxdgj
R

Cherchons alors des solutions sous la forme

u(x,t) = // a\(k’l,w) etkre=iwt gl dw |
IR2

—’int

Comme e = [po(w—wy)e ¥ dw, on a :

AN

i[—w + Qk1)] Gk, w) = F(k1) 0w — wp) -

On est alors tenté de chercher une solution particuliere :

/U/(.CC t) — 1 e—int/ f(kl) eiklx dkl
’ 1 R —Wo —I—Q(kl)

et d’y ajouter une superposition d’ondes “libres” w,, e**1*=i(k1)t
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Cette intégrale diverge a cause des valeurs k,,,n € I tels que

Q(kn) = W
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On essaie alors un chemin complexe C de —oo a +00

AN

1, f (k1) 'k
t) = — twot 1k1x dk
U(f, ) 1 c /C —wo + Q(kl) c !

bilR
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1.2 Limite des faibles dissipations et sillage

lointain

Terme —e v pour modéliser une faible dissipation des ondes :

du ou 03

—— = —eu+ f(x) e ot

ot T %z TP .3

Les solutions sont données par la relation

AN

1 : .
’LL(iC,t) — = e—zwot/ f(kl) . e’ ki1 x dkl
i r—wo+ Qk) —ic

—et e’i k’l xr—1 Q(k’l) t

plus superposition d’ondes amorties de la forme u,, €
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Les poles k,, € €' avec n € I, solutions de Q(k,) = wy + 1€,

bin = kn +i€/cy(kn) + O(€?), nel.

On voit que si la vitesse de groupe
o Sicy(kn) = (k,) > 0 est positive : poles n € I, au-dessus

o Sicy(ky) = Q'(kn) <0 est positive : poles n € I_ au-dessous

bilR 4iIR
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Pour £ — o©

Pour r — —o0

bR

K

4ilR

Solution non dissipée dans la limite x — oo :

zkn r—1iwot
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Ondes émises par un obstacle oscillant a la pulsation wy :
(a) cg(kq) <O (b) cq(kp) >0 (c) cq(ke) <O

k
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1.3 Exemple des ondes sonores

Equation des ondes 1D forcée :

2 2
OFu 2 Fu _ f(x) e"iwot

ot?

Chemin quelconque dans le plan complexe @ reliant —oo et +o00 :

AN

L f (k1) k
+) = Twot 1K1 @ dk
U(Qj, ) € L _wg —|—62 k% € 1

On a donc u(x,t) = e w0t [U, (z) + U_(x)] avec :

fk1)
Uy (z) = e,
i(ﬂf) :F2LUOC Cklzlzk() c !
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C passe au-dessus ou en-dessous des poles k1 = Ltkg : différences

:Fz—ﬂ-f(j:k()) 6:|:’i ko CB—iwo t
wo C

On considérer un forcage en f(z) et~ '“o! avec €/wg < 1 trés petit.

AN

U(Zb,t) _ e—zwot/ f( 1) 5 etk dk;
r —(wo —i€)2 4+ c? ki

En faisant tendre € vers zéro et loin de I'obstacle (z grand), une

déformation des contours dans le plan complexe montre que
1T .
Uy (z) ~ F——f(Fky) eTiho® pour +x — 00
wo C
et Us(x)~0 pour Fr — 00 .

L’onde kg = wp/c de vitesse de phase ¢, = ¢ > 0 est observée a droite.
L’onde —kq de vitesse de phase ¢, = —c < 0 est observée a gauche.

APM-INPT thu-emiobs (2003), O. Thual December 14, 2006 12



2 Obstacle oscillant en milieu 2D

Sillage lointain d’un obsctacle oscillant a la pulsation wy dans un
milieu 2D.

Un point z voit passer les ondes de vecteur d’onde k telles que

wo = Q(k) et telle que la vitesse de groupe ¢, (k) est paralelle et dans

le méme sens que x.
2.1 Exemple de la croix de Saint-André
2.2 Cas d’une relation de dispersion quelconque

2.3 Lignes de phase et caustiques
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2.1 Exemple de la croix de Saint-André

Fréquence de “Brunt-Vaisila” N = \/ g dp Oiz) constante.

@EQ—

Ondes de gravité internes u(z,t) = un, € 1@t dans le cadre de

“approximation de Boussinesq” avec la relation de dispersion

w=Qk)=N |cosO(k)]

APM-INPT thu-emiobs (2003), O. Thual December 14, 2006 14



La vitesse de groupe ¢ (k) d'un paquet d’ondes est définie par :

ol 00 0N
Ok, Oko’ Oks

cy () = grad 25) =

La pulsation ©2(k) = N | cos 0| est indépendante du module k.
On a donc : ¢ (k) - ¢, (k) =0
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Pour expliquer ces observations, forcage f(z)e *“o? :

:/ Flk) €= dky dks .
R2

Solutions de la forme u(z,t) = e *“ot U(x) avec

k) k-
) =1i e’ BT dky dk
el—I>I(l) /‘/ﬂgp—wo—ZG —|—QQ(]€) 1 3
o0 2T
— lim / f(k (?OSH? k sin 9) eik(as cos 0+z sin 0) Aol kdk .
e—0 J, o —(wg—1i€)?+ N2 cos?d
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omegal0/N = 0.7 dissipation=0.2 omegalO/N = 0.7 dissipation=0.2
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2.2 Cas d’une relation de dispersion quelconque

Relation de dispersion 2D quelconque w = Q(k) :

t —zwot
ulz?) //s w0+Q

ol S est une surface dans €'? qui évite la courbe k(s) avec s € I

coordonée curviligne définie par Q[k(s)] = wyg.

Suivant la position de la surface complexe, on différe de

f[E(S)] i k(s)z—iwot
27 R A N d
5 colk(s)] ’

ou J €I et ¢y = |c,[|. On choisit le paramétrage curviligne de telle

sorte que (c,, k) forment un repere (orthogonal) direct.

g’d

On ajoute ensuite les ondes libres de la forme wu,, e’ £z (k)
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On pose z = X d avec ||d|| =1 et X > 0 tendant vers I'infini.
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Dissipation infinitésimale

En déformant la surface S dans la direction complexe 1k d :

N f[k(s)] i k(s)-z—iwo
u(x,t) ~ 2w 5 B e " ds

ou Jg € I associé a la direction d décrit les k(s) tels que ¢ (k) - d > 0

Méthode de la phase stationnaire

Comportement asymptotique de E(X) = [, ¢ 749 s)expli(s) X] ds

pour X grand : voisinage des points ou la phase 1 est extrémale

27 f[k(sn)] eiXﬁ(sn)-Q—iwo t+ip(sy)m/4
sn)| X cqlk(sn)]

ou K (s) est la coubure de la courbe k(s) et u(s) son signe.

I, : indice n tels que k(s,) parallele a d et dans le méme sens.
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2.3 Lignes de phase et caustiques

Lignes de constante phase ¢ de la solution u(z,1t) :

£¢:{£: () =wo, k-z=0¢, c,(E) Nz =0 et C(E)-§>O}

S =g

On parametre par Iangle 6 défini par k = k (cos eV +sinfe(?).

Soit k = KC(#) une branche de solutions de Q(k) = wy :

¢, [K

Sillage d’un bateau en eaux profondes

Relation de dispersion Q2(k) = v/gk — V k1. Courbe paramétrée :
V2¢ V2¢

2(0) = —~ cosf (1 4+ sin®6) et y(0) = —= cos® @ siné
9 9
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3 Obstacle oscillant ou mobile

Pulsation wg et/ou vitesse —V

Relation de dispersion du milieu est w; = ©;(k)

Repere lié a l'obstacle : w = Q(k) = Q;(k) +V - k.

3.1 Changement de variable dans le repére mobile
3.2 Exemple des ondes sonores

3.3 Exemple des ondes de surface en milieu profond
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3.1 Changement de variable dans le repére mobile

Equation des ondes bidimensionnelle

Pu (P oy
“ 822 oy2 )

ot?

Relation de dispersion w = (k) = ¢ k avec convention w > 0

c est la vitesse du son ou la vitesse v/g hp en milieu peu peu profond.
On considere alors un obstacle : oscillation wq et vitesse —V
Repere fixe :

~

On note u(x,t) le champ d’ondes solution de
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Repere mobile de ’obstacle mobile :

Changement de variable (z,t) = (Z + V t,t) qui entraine

2
(%+K'glﬁd> u—c? Au = f(z) e "wot

Systeme d’axes (z,y) tel V.=V 1) .

Q—FVQ Qu—CQ o + o
ot ox ox?  Oy?

Nouvelle relation de dispersion (w + V k1)? = ¢* k* qui conduit &

e w=0,(k)=Vki+ckpour kg <—(c/V)k
e w=0_(k)=Vky—ckpour ks <(c/V)Ek

avec la convention w > 0.
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Dans le cas général

L relations “intrinseques” w; = sz(k) pour o(T,y) = U, € kx—iw;t

L relations de dispersion w = (k) = Q; (k) + V - k pour

1k-x—rwt

u(,y) = tp, £ en ayant posé (z,t) = (Z + V.1, 1)

On applique la convention w > 0 mais pas la convention w; > 0

LYy
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3.2 Exemple des ondes sonores

Obstacle oscillant (wg) et mobile (—V = —V e(1))

<1 > 1

Mach M =V/c sub-sonique | supersonique

Froude F' = V/\/ghg | sous-critique | super-critique

Relation de dispersion dans le repere mobile :

w=Q(k)=ck+Vk et w=Q_(k)=——cck+Vk

On adopte la convention w >0 : Q. (k) >0et Q_(k) >0

Dans le cas unidimensionnel :

w/ic=Wy(k1) =k+ Mk et wic=W_(k1)=—-k+ Mk
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Cas subsonique M < 1 :

L L ) L L
0 1 2 3 3 2 1 0

1 1

(a) Wy(k1) =k + Mk (b) W_(k1) = —k+ MF;.
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Cas bidimensionnel :

M>1:
a) W/C: W+(k1,]€2) = k—l—Mkl b) W/C: W_(kl,kg) = —k—l—Mkl
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Courbes w = wy

e Cas subsonique : c’est est une ellipse, I’obstacle rayonne dans

toutes les directions

e Cas supersonique : deux hyperboles, le son est émis dans un
secteur d’angle (M) = arcsin (1/M) (angle de Mach)

Courbe limite wyg =0

e Cas subsonique : aucune émission d’onde. L’équation stationnaire

O%u 82u
2 — —
V)8$2+c 952 —f(z,y) .

est elliptique et se ramene a Au = 8:132 + ay2 = —f
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e Cas supersonique : deux directions faisant un angle

a(M) = arcsin (1/M). L’équation stationnaire

: A s 02w 9%u __
est hyperbolique et se ramene a §—5 — 57 =

3
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3.3 Ondes de surface en milieu profond

Profondeur infinie : w = ;(k) = /g k avec la convention w > 0

Relations de dispersion dans le repere mobile :

w=8Q:(k)=+gk+Vk; et w=0_(k)=—/gk+Vk

On peut appliquer la convention w > 0: Q,(k) >0et Q_(k) >0

Ay, k2
K

Obstacle oscillant (wq) et
mobile (=V = —V eM)
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Cas unidimensionnel :

w=0 (k1) =+gk+Vk et

En posant K1 = V?le et A=g/V :

w/ A=W (K))=VK+K, et
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Cas bidimensionnel :

w:Q+(k1,k2):\/gk+Vk1 et w:Q_(kl,kg):—\/glﬁ—Vkl
En posant K1 = V72k1 et Ko = V?ng,

w/A =W, (K1, Ks) =VEK + Ky etw/A=W_(Kq,K>) = VK + K;

|

/L
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Cas limite wg =0 : angle 3, = arcsin (1/3) ~ 19.5°

\ v

V=0.5 dissipation=0.048

0

Ky
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sont stationnaires.

0

dans le cas wg =

Amises

€1m

ondes

e [Les

1ves.

sont propagat

=
=
=
o
=
(=)
3
9}
A
)
<
p!
=
<
d

1ses

/

€1m

ondes

e [Les

37
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Conclusion

Paquets d’ondes émis par une obstacle : ondes de vecteurs d’onde k&

oscillant a la meme pulsation wy et se propageant avec leur vitesse de

groupe c, (k)

Cas immobile : wy = Q;(k)

Cas de la vitesse =V : Q(k) = Q;(k) +V - k.
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FORMULAIRE

OBSTACLE OSCILLANT EN MILIEU 1D

KdV linéaire forcée

ou ou d3u

- . = —iwot — _ . 3
o T oo+ 0o f(x)e — w=Qk) =ak — [k

AN

f(k1)

e 17 dky

1
u(z,t) = - e "ot lim ,
1 e—0 R —wp -+ Q(k’l) — 1 €

Equation des ondes forcée
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Sillage lointain

Flk,) . .
U(SU,t) ~ O Z ( n) ezkzna:—zwot POUT T — 00
Cg(kn)
nely

avec k,, tels que Q(k,) = wp et c4(k,) = Q' (k,) > 0.

OBSTACLE OSCILLANT EN MILIEU 2D

Vitesse de groupe

o0 01 0Q
¢y (k) = grad,, Q(k) = (akl’akz’aks)

Ondes de gravité interne
Angle 6, solution de : wo = IN cos

Croix de Saint-André : angle 6y avec la verticale.
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Relation de dispersion quelconque

t)=—e"@0t ] YEL dky dk
(ZU ) el—r>r(l)//ﬂ%2—w0—26 —|—Q(k’)6 ! ’

Sillage lointain

u(e,t) ~2m [ TEE k@i g,

Jq CalE(3)]

avec k(s) tels que Q[k(s)] = wo et ¢, |k(s)]-d >0

AN

f[E(Sn)] eiXﬁ(sn)-Q—z’wo t+ip(sn)m/4

avec k(s,)//d, K(s) la courbure de k(s) et u(s) = +1.
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Lignes isophases

£¢:{£ : Q(E):w()a Eznga

Paramétrage en 6 :

avec IC(0) tel que Q[K(0)] = wo.

OBSTACLE OSCILLANT OU MOBILE

Changement de relation de dispersion

Equation de ondes sonores

0 2\ > (07 0 —iwot
(aJrV%) u—c (aw2+ay2>u—f(ac,y)e
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w=Q(k)=ck+VEk e w=Q_(k)=-ck+Vk avecw>0
Cas subsonique M = % < 1 : sillage occupant tout ’espace

Cas supersonique M = % > 1 : secteur de demi-angle
as(M) = arcsin 1/M

Ondes de surface en milieu profond

w=Q4(k)=+Vgk+Vk et w=0Q_(k)=—\gk+Vk

avec w > 0

Cas wg = 0 : secteur de demi-angle ;s = arcsin (1/3) ~ 19.5°
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