Article Pédagogique Multimedia)

O. Thual, APM-INPT thu-fluxen (2003)

Flux d’énergie des ondes dans les fluides

Objectif :

Le but de cet article pédagogique est le calcul I’énergie volumique
d’une onde moyennée sur une période ainsi que le flux d’énergie

moyen a travers une surface.

1 Equations de conservation de ’énergie
2 Relations de dispersion et vitesses de groupe

3 Flux d’énergie des ondes monochromatiques
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1 Equations de conservation de I’énergie

Dans tout ce qui suit, on note p la masse volumique, U le champ de
vitesse, p la pression, e I’énergie interne spécifique (par unité de

masse), © la température et s I'entropie spécifique.

1.1 Conservation de I’énergie des ondes sonores
1.2 Conservation de I’énergie des ondes de gravité internes

1.3 Conservation de I’énergie des ondes de surface
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1.1 Conservation de I’énergie des ondes sonores

Equations d’Euler compressibles :

dp . dau de
E——pdwg, Py = grad p et P =

de

avec la loi p = P(p, s) et la relation de Gibbs : = =

ds
En combinant ces équations on obtient : — = 0.

dt

L’équation de conservation de 1’énergie s’écrit

da
Pt
o

1
<e+ §Q2> +div (pU) =

1
— (pe—l— —,0U2> + div [(pe—i— inQ) Q—|—pQ] =0.

1
ot

Le flux (sortant) de la densité d’énergie pe + 3pU % est le vecteur pU

o P=
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Equation de conservation de 1’énergie :

d 1 5 .
P (e+§Q ) +div (pU) =0

En décomposant p =pg+ p (ou py est une constante)

N d
A l'aide de d—i = —pdivU et

p% = —pdiv U on peut écrire :
—pdivU +div (pU) = —pdivU + div (p U)
1 dp

p;d——Fle (pU)

L’équation de conservation de 1’énergie s’écrit alors

pdp d
oat P a

( U2) +div (pU) =0
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Petites oscillations
(p7 D, S, Q) — (p07p07 S0, Q) + (ﬁa ]57 g) Q) autour de 17équ-ﬂibre

On suppose s = sy constant et on note c¢® = (%—7;) (po, so)
S

Ordre dominant de ’approximation linéaire : p = c?p et

8,0 o (1., 0 [1 c? L
P Poat(U) 8t[p0(p2p +U>] —div (pU) .

On définit alors I’énergie acoustique par
1 c? 1 1
W == =2 U2 _ T =2 U2
et le flux associé I =pU.

Equation de conservation de 1’énergie du modele linéaire :

oW
W—I—leI—O
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1.2 Conservation de I’énergie des ondes internes

Equations d’Euler dans le cadre de 'approximation de Boussinesq :

dp  N? dU -~ (3)

div U = 0, i gprw et prd—?:—g@dp—pgg

ou p est défini par p = pg(2) + p et p par p = po( ) + D.
e On a supposé que po(z) et po(z) vérifient : =pg(2) = —po(2) g.
e Fréquence de Brunt-Vaisala est définie par : N = \/—pic%’

o Equation de bilan de I’énergie interne : p % = —pdivU =0

e Fiquation de conservation de I’énergie :

0 1 1
(pre+ prUQ) + div Kprw —pTQQ) Q+ﬁQ]

ot 2 2

d 1
<e+ §Q2> +div (pU) = —pgw .

pr%
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Equation de conservation de 1’énergie :

d 1
pr (e + 5@) +div (U)

dp N?
En utilisant : L —prw, On a:

dt

L’équation de conservation de 1’énergie totale s’écrit donc

d |1 2
[5/»( J ﬁ2+Q2)]+div (pU)=0.

dt p2N?2

dW 1
Soit : — +divI =0 avec W = —p,
o1t ; di 0 avec 2,0

Petites oscillations : (p,p,U) =

A Vordre dominant du modele linéaire :
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1.3 Conservation de I’énergie des ondes de surface

Equations d’Euler incompressibles a surface libre

au
leQ:O et pod—? :—glﬁdp—pogg(zs)

avec les conditions aux limites :

sur le fond plat d’équation z=—h

sur la surface libre d’équation 2z = n(x,y,1)
Comme —pg ge® = —grad V dépend du potentiel V = pg g 2,
I’équation de conservation de I’énergie totale pge + %,00 U? gécrit :

a
dt

1
[po <e+ §Q2+ gz)] +div (pU) =0
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Formule de Leibniz “spatiale” : pour tout champ continu b

/n divyy (bU ;) dz = div /nbU a2 )= (6w 2 4 b0 2 (2, t)
L H U H — H L VU H Gx ay » Yy 1],
ou Uy = (u,v) et divyg est la divergence horizontale.

Commutation de ’intégration verticale et de la divergence

1 U on
/ div (bU) dz = divyg (/ bQHdz>+b(m,y,n,t)a(x,y,t)

—h —h

en utilisant la relation [, L (bw)dz=[b w}n ainsi que les

—h
conditions aux limites % = w pour z =n et w =0 pour z = —h.

Formule de Leibniz “temporelle”

T 0b 8 " 8

—h
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On en déduit donc les relations

"oy P U . U
/_h [aerlv(bQ)] dz:a</_hbdz>+d1VH (/_thHdz> :

1 U on
/ div (bU) dz = divyg (/ bQHdz>+b(m,y,n,t)a(x,y,t)

—h —h

Equation de conservation de I’énergie totale :

dt 2

d 1
[po (6+ —U* + 92)] +div (pU) =0

Comme ¢ =0, divU = 0 et % = w, cette équation peut s’écrire :

dt
d (1

— — 2 3 —
o <2poQ ) +div (pU) P0 g W
1

1
§p0Q2> + div K§pogz) Q] +div (pU) —pPo g W .
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Intégration sur la verticale

e In posant b = % po U 2, on obtient un premier terme :

a</”1 Ud>+d‘ (/nl vlu d)
— —p z vy —p z
ot \J_, 2" L, 2= =

e On définit la “pression dynamique” p par : p = p, — po g 2 + P.
En appliquant div (U) = 0 et div (2 U) = w, on écrit

1 1 1
/div(pQ)dz:—pog/ wdz—l—/ div (pU) dz

—h —h —h

En posant b = p, on obtient un second terme :

1 1 on
/ div (pU) dz = divyg (/ ﬁQHdz> + p(x,y,n, )at.

—h —h
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e En intégrant 1’énergie % po U? 4 po g = sur la verticale on obtient

" 1 2 1 1 2 1 2 2
50U +pogz) dz=gpo [ U dz+ 5pog(n” —h7)
—h —h

Equation de conservation intégrée sur la verticale :

En notant W = ffh =00 U? dz + spogntetI= ffhﬁQHdz, on a

5104 on an

W+d1VH (N+I)—,009778——p(55 Y, 1, 1) ot

avec N = [ 1p,U? Uy, dz
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Petites oscillations : (n,p,U) = (0,pq — po g 2,0)

(n,p,U)

+
Ecoulements irrotationnels pour le modele linéaire : U = grad ¢.

Ao =0 o — gy = 99
{~ ¢ 96 zawec{atag> 0z enz:Oet{a¢—O en z = —h.
P= —pP0 3¢ ot — 97

Oa¢

) e gradg o dz .

1 0 1
W = §po/ (grad ¢)° dz+§ﬂog772 et [= —po/
—h

On a aussi p=pggn en z =7 (ou z = 0), ce qui permet d’écrire

oW on

— tdiva (N4 1) =lpogn —plz,y,mt)] 5

En négligeant le terme N, I’équation de conservation 1’énergie a

= 0.

I’ordre dominant de ’approximation linéaire s’écrit :

%—W—FdeI—O
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2 Relations de dispersion et vitesses de

groupe

Solutions e*£2=%w?t de vecteur d’onde k et de pulsation w.
Relations de dispersion w = (k) avec la convention w > 0

Vitesse de phase : ¢, (k) = c,(k) e, = % e ou e, = k/k

Vitesse de groupe :

(k) =

ol 00 012
Oky’ Oko’ Oks

) = grad, Q(k)

2.1 Non dispersion des ondes sonores
2.2 Dispersion des ondes de gravité internes

2.3 Dispersion des ondes de surface
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2.1 Non dispersion des ondes sonores

Petites oscillations (p,p,U) = (po, po,0) + (o, p, U) et systeme linéaire

oU Js
— = —grad p t —=0.
Po >, gradp et o 0

~

Ecoulement irrotationnel : U = grad ¢ et homoentropique : s =0

(il suffit que cela soit vrai a un instant initial)

Ondes planes (¢, 5, D) = (G, Pm, Pm ) ELT avec w = ¢ k et

.PowW .
(quapmapm) — Qbm (1 ,ZIOCO—Q,Z,O()W) )

La vitesse de phase est égale a la vitesse de groupe :
W
= Co, (E) — E €k -

Ces ondes sont non dispersives.
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2.2 Dispersion des ondes de gravité internes

Petites oscillations (p, p, U) = [po(=), po(2), 0] + (7,5, U) :

0p _ N? oU @

divU =0, =", t pp— = —grad p — 3
v U ot~ g Prwoet prgy gradp—pge

Ondes planes (w, p,P) = (Wi, Prms Pm ) EZ= avec w = N | cos 0|

k2 ks
(Wrns Prrvs Pm) = Wi | 1, tw——5- ]{72 pra_wk_gpr
H

avec k% = k? + k5 et 0 = arctg (k3 /k)

En posant ey = —sinf ey + cosBe® avec ey =ky/ky :
W
= (1/k)(0Q/00) eo(k) = 7 tg 0 eq(k)

Onagg-ng()
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2.3 Dispersion des ondes de surface

Petites perturbations (n,p,U) = (0, ps — pogz,0) + (1, p,grad ¢) :

O on _ 9¢
Ap=0 avec —— =0 enz=—h et {agt 92 en z = 0.
0z 5t = 91

Ondes (¢,n) = [®(2), Ny eikroHk2y=01) avec w = /g k tanh(k h) et

®,, coshlk(z+h)] et (Pum,Mm) = Pm (1 ,ig cosh(kh)) :
9

Le calcul de la vitesse de groupe conduit a

@)
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25

K

1
5Cy pour kh — oo

On note que ¢, < ¢, et
4 9= cg =Co, =+/gh pour kh — 0
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3 Flux d’énergie des ondes

monochromatiques

Moyenne d’un champ b sur une période T' = 27 /w :

<b>T=l/det.
T 0

On s'intéresse & (W)' = (Wpot)' 4+ (Wem)' et (I)' pour une onde
monochromatique de vecteur d’onde k et de pulsation w = Q(k) :

3.1 Flux d’énergie d’une onde sonore
3.2 Flux d’énergie d’une onde de gravité interne

3.3 Flux d’énergie d’une onde de surface
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Relations utiles :

<b>T:i/det.
T 0

Etant donnés deux champs :

bl (Q, t) = Re [blm e(zk-g—iwt)} et bg (@, t) — Re bgm e(i@-g—iwt)} ]

le terme (by b2>T est indépendant de I'espace (et du temps) et s’écrit

1
(b 52>T =7 (bim b3, + b1, bam) .

En particulier, on a la relation <b2>T = 2|bm|?.
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3.1 Flux d’énergie d’une onde sonore

e Relation de dispersion w = c k
o Energies : Wein(z,t) = %pOQQ et Woot(z,t) = %p—Zp
e Onde : ¢ = ¢’ Wt avec U, =ik et pm = i(pow/c?)dpm :

! 1

Wain)" = 200K (0ml® et (Woor)" = 2(/p0)lpml* = (Weiw)"

1
W) = Spo k2 [oml” .

Les relations p,, = i pgw ¢, €t I = pU entrainent :

1 S
D" = pm Uit 590 U,
1

. 2 . 1 2 2 W
- 2p0w|§bm‘ E— QPOk ‘¢m| L

ou la vitesse de groupe est ¢ (k) = c,(k) = c.

(k/k) = ¢, (k) (W)

APM-INPT thu-fluxen (2003), O. Thual November 10, 2003 21



3.2 Flux d’énergie d’une onde de gravité interne

e Relation de dispersion w = N kg /k
o Energies : Wein(z,t) = 2,07~U2 et Whot(2,t) = 5 p2g;2p

e Onde : (w,5,D) = (Wi, P, Pm )€ EZTE avec p,, = iwk?qm /(g k%)

o Vitesses : (u,v) = (U, Uy, )eBEZWE wm’fs

avec (U, Vm) = (K1, k2)

1

pr(‘um‘Q + |Um|2 T |wm|2) — Zpr|wm|2 kQ/kJQLI

1
19
En utilisant la relation p,, = iw g, k3/k% on a

T T
<Wp0t> — Q/PQNQ)‘pm‘Q = (Wein)

k’2
Ky

1

2

ot (DT = 3 (o Uy + 0 U) = (k) (W)
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3.3 Flux d’énergie d’une onde de surface

e Relation de dispersion w = /g k tanh(k h)

e Energies : Wein(z,t) = 2P0 fi)h(g@d $)? dz et Wpot(z,t) = 2po g1
e Onde (1, 0) = (N, P cosh[k(z + h)])etFratikzy—iwt

En utilisant 7, =i (w/g) cosh(kh) ¢m, :

1 , 1 w?
(Wein)' = gpo\¢ml2 k sinh(2kh) = 109 7 cosh? (kh)|dm|® = (Wpot)

4

1 ) 1
et donc (W)T = 1,00|¢m\2 k sinh(2kh) = 3P0 9 M |

La relation p,, = i pg w ¢, cosh|k(z + h)] entraine

(D)7 = ¢ (k) (W)

ol la vitesse de groupe est ¢ (k) = (w/k)(k/k) [1/2 + kh/sinh(2kh)].
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Conclusion

Densité d’énergie W = Wiy + Wiot et flux I avec

oW
Werivl:O

On a toujours

<Wp0t>T = <Wcin>T et

Pour une onde monochromatique, la relation

0
— W) +div ()" =0

ot

est trivialement vérifiée dans la mesure ot (W)" et (I)" sont
indépendants de 'espace et du temps. Cette relation devient riche

lorsque (W)" et (I} varient (lentement) avec I'espace et le temps
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ONDES SONORES

Modele linéaire

avec (p,p,U) = (po,Po,0) + (p, p,erad ¢) et ¢ = (
Conservation de 1’énergie

ow . 1
E—Fle ([) =0 avec W = 5,00(

Relation de dispersion

1
227 +Q2> et I=pU
0

w=ck, c,=c

g

Cas d’une onde monochromatique

Weind™ = Wood™ + (W) = Sp0 k2 |oml® et (D)7 =

5 c, (W)
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ONDES DE GRAVITE INTERNES

Modele linéaire ,
dp N

div U =0, —p:—prw et
dt g

avec (papa Q) — [pO(Z)apO(Z)ao] + (ﬁaﬁa Q) et N =
Conservation de 1’énergie

%—Vf—l—div([):() avec W =

Relation de dispersion

w

w=N]|cosb|, c = % et ¢

o =c, tgl ey avec c

g

Cas d’une onde monochromatique

1

2 72 /7.2
m|” k% /k
QIOT"Q‘ /H

<Wcin>T — <Wp0t>T ) <W>T —
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ONDES DE SURFACE

Modele linéaire

- oJe)
Ap = = —pg —
o =0 et D 00 5

avec 6—¢:O en z = —h et On _ 99 Z—f:—gn en z = 0.

0z ot 0z’
avec (1, p,U) = (0, pa — pogz,0) + (1, p,grad ¢)
Conservation de 1’énergie

oW :
ﬁ—i_dlv (l) =0

1 1 ,
W = §POQ d2’+§ﬂog77
—h

APM-INPT thu-fluxen (2003), O. Thual November 10, 2003 27



Relation de dispersion

W = \/g k tanh(k h), C, = %gk et c, = Cy, (

Cas d’une onde monochromatique

1

1 kh

> Smh(2kR)

Wein)' = Woor)' (W) = Spo glnml|” et (D"

2
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