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CORRIGES DES EXERCICES ET PROBLEMES

Corrigé 0.1| Flux d’énergie et KdV linéaire

1)On vérifie facilement que %—Vf + % =0. 2)On a (W)! = Hum|?. 3)On

T N T
a <“ %> = _% kT fum|? et <(%) > = k? |Jun|?. On en déduit que

—a

Nt = 2ty | — % k2 |um|?. 4)Comme c4(k1) = o — 3 3k}, on remarque que
(W)" = ¢y(kr) ()7

Corrigé 0.2| Eaux tres profondes

1)Dans la limite des eaux tres profondes, la relation de dispersion devient
w = /g k. 2)En choisissant ®,,, € IR dans 'expression d'une onde monochro-
matique ¢(z,y, z,t) = ®,, ek*Hik1a+ikzy—ivt o on ytilisant U = Re(grad ¢) on
obtient

w(z,y,z,t) = —®,, k1 " sin(kiz + koy — wt)

v(z,y,z,t) = —®, ko e sin(kyz + koy — wt)

QU(QZ‘, Y, =, t) = Ppk ek’z COS(klx + /~€2y — wt) . (1)
En utilisant n = —Re (é%), on obtient n(z,y,t) = —®m % sin(kiz +

koy — wt). 3)Les trajectoires sont des cercles dans le plan (k,e®) de rayon
D, % e = o, \/kIg . 4)En utilisant I’expression réelle de (u,v,w) pour
une onde de vecteur d’onde k, on a QQ(a:, y,2,t) = ®2 k2e**#. On en déduit
que Wein(z,y,t) = % po 2, k e21(@¥:1)  Pour une onde infinitésimale, on a, &
l'ordre dominant Wei, (z,y,t) = i po ®2, k. Comme cette expression de dépend
par du temps, on a (W' = 100 ®2, k. 5)En utilisant I'expression réelle de
w? sin?(k1x+koy—wt). En utilisant w? = gk

g
et en moyennant sur une période T = 27“, on obtient Wiot = %po ®2 k. On

7, on obtient (Wp0t>T = 1po 2,

aurait pu aussi utiliser directement le résultat (Wcin>T = {WPOQT établi pour
le cas des ondes de surface de profondeur quelconque. 6) A l'ordre dominant,
onap=—pg g—f = pow P, ¥ sin(kyx + koy — wt). En exprimant grad ;¢ =
—k ®,, ¥ sin(kyz + koy — wt) et en utilisant ff’oo e?kz dy = ﬁ, on obtient, &
Pordre dominant, I(z,y,t) = —3pow (k/k) @2, sin®(k1z + koy — wt). On en

déduit que (1) = {pow (k/K) ¥3, = |35 (B/K)] [300 2, K] = ¢, (W)
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Corrigé 0.3| Ondes d’inertie 3D

Relation de dispersion

1)Le modele décrit 1’écoulement d’un fluide parfait pesant incompressible
dans un repere tournant de vecteur de rotation 2, = (g e®). En effet, la
vitesse absolue dans le repere fixe est reliée a la vitesse relative U par la
relation U, = U + Qy A z si 'axe de rotation passe par 0. L’accélération
absolue est alors ', = % +20, AU+ Q5 A (29 Az). En remarquant que
QoA (Qy A z) = —Sgrad [(QO A g)z] on obtient I’équation indiquée. Sil’axe de
rotation passe par un autre point que 0, il suffit de rajouter une constante a la
pression p. 2)Comme —%Pg—pog =0, on a Py(z) = pret—pogz. 1l s’agit de la
pression hydrostatique. 3)Le modele linéarisé s’écrit pg (%Q +2Q0 AU ) =

_ 5 i — ) ici ou _ — _190p v — _109p
grad p etafhv U = 0 et s’explicite en 5 — fv = ooz of T fu= o0 Dy
%—ﬁ’ = _p%a_f et % + g—z + %—f = 0. 4)Comme les équations sont invariantes par

toutes les translations d’espace, les modes propres du probléme linéaire sont
des ondes planes. 5) Les équations sont invariantes par rapport aux rotations
d’axe €. On peut donc supposer que ks = 0 en tournant les axes autour de
de e®). 6)La relation de dispersion s’obtient en annulant le déterminant

—iw  —f 0 iki/po

—iw 0 0
f —iw 0 o |_ . o
0 0 —iw iks/po| ¥ 8 P Zkgo/po @
iky 0 ks 0 3
f 0 0 f —iw 0
+f 0 —iw ikg/po - ikl /po 0 0 —iw (3)
ik, ik 0 iki 0 kg

— (—iw)(—iw)k3 /o + F2K3/ po — (ik p0) (i) (—whn) = —w?k3/po + F2K3 /o —
w?k?/py = 0. Dot w? = f2k3/(k? + k3) = f%k3/k*. D’ot la relation de
dispersion w = Q(k) = flks|/k en adoptant la convention w > 0. T)Cette
relations s’écrivent w = Q(k) = f|sinf| avec § € [—-F,5]. Cette relation de
dispersion dépend de k & travers sa direction et pas de son module. 8)Dans
le cas ou y n’est pas vertical, on remarque que les équations linéarisées
%Q + 209 AU = —grad p et div U = 0 sont inchangées. Il suffit alors de
définir € dans la direction de Qg pour obtenir les mémes ondes et la méme
relation de dispersion. En fait, la gravité n’intervient pas dans ce probleme.

Champs oscillants des ondes d’inertie

9)Si vy, n’était pas réel, une translation de 'origine de ’espace ou du temps
permettrait de se ramener au cas v,, € IR. 10)Sachant que w? = f2k2/k?, on
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doit résoudre le systeme (i) —iwt,, — fom = —ik1pm/po (i) —iwv, + fu, =
0 (ili) —iwwy, = —ikspm/po et (iv) ikjuy, + iksw, = 0. De (ii) on tire
Uy = twop /[ f, de (iv) wy, = —kium/ks = —i(w/f)(k1/ks)vm et de (iii) p,, =
powwm ks = —ipow?kivm/fk3 = —ipofkivm/k?. La relation () sert alors de
vérification des calculs. D’ol (U, Vs Wiy Prn) = Um zf, 1, —zf k’5 zpof )

On en déduit les relations u = —vm% sin o(z,t), v = vy cosp(z,t) et w =
vm?]kfl sinp(z, t) avec p(z,t) = k- —wt = b1z + k3z —wt. Donc up = —vim%

et w, = vm§% 11)On a p = vmpofk21 sin(z,t). 12)Comme ki = kcosf

et k3 = ksinf, on peut écrire Uy = vp[—sinf e + cosfe®]sin p(z, t) +

v e cos oz, t) = vpy[cos p(z, t) e + sin o(z,t) eg). 13)On a donc a = vy,

14)Lorsque l'amplitude des ondes est petite, on peut remplacer z par sa
d

position moyenne z, dans le second membre de I'équation Lz (t) = U(zg, ).

Les trajectoires sont alors des cercles dans le plan (e, ey) normal & k.

Vitesse de groupe

15)Pour la relation w = Q(k) = f|sin#|, le calcul du gradient par rapport a
k peut étre effectué en utilisant les coordonnées polaires (k,#). On suppose
tout d’abord sin@ > 0. On obtient alors ¢ (x) = grad,Qq(k) = 0Qq/0k ¢, +
(1/k)0Q2q/00 ey = (fcosO/k)ey = (w/k')cotg fey. On obtient l’expression
cg(k) = —(fcosO/k) ey = (w/k)cotg 0 ey a partir de la relation de dispersion
w=Qy(k) = —fsinf. D’ou ¢,(k) = (w/k)cotg 6 eg. Le cas sinf < 0 s’obtient
a partir du cas sin @ > 0 par symétrie par rapport a I'axe des x. 16)La vitesse
de phase est définie par ¢, (k) = (w/k)e,. On a donc ¢, (k) - ¢,(k) = 0. La
vitesse de groupe est normale a la vitesse de phase et donc au vecteur d’onde.
17)L’énergie se propage avec la vitesse de groupe. On a donc 8 = 6 avec
0y = arcsin (wo/ f).

Flux d’énergie

18)On a & = pygw et div (PyU) = —pg gw puisque div U = 0 et 40 =
-pyg, donc 4¥ +div (PyU) = 0. Comme (9 AU)-U = 0, I'équation de bilan
de I’énergie cinétique s’écrit 2,00 U 472 = —U-grad P—pogw = —div (PU)—

avec V = pogz. D'out & (5p0lU” + V) +div [(5polU” + V)U + pU + PoU] = 0.
On en déduit ag;/ + div (WU +I) = 0 avec I = pU. Dans le cas linéarisé,
on a at +div () = 0. 19)Comme U(z,t) = Re [Qmelk'@_m} avec U,, =
(Um,Um,’lUm), on a <W>T = %p0(|um|2 + |vm|2 + |wm|2) avec Uy = Z(w/f)vm
et wy, = —i(w/f)(k1/k3)vm. On a donc (W)T = 1p0|vm[* (f2 +1+% k2) =

2 2
Loolom[? (7 + 1+ ) = polvm[2. 20)Comme p(z,t) = Re [pee—it]

avec pm = —ipoltvm, on a (7 = (GU)" = Lpolom® (— 24,0, ;) =
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%p0|vm|2%§—; (—%3,0, %) En conclusion, (I)T = 2polvm[*4cotg ey =

wHr ¢y(k). Comme pour les autres exemples d’ondes, le flux d’énergie
moyenné sur une période est égale a ’énergie moyennée multipliée par la
vitesse de groupe.



