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CORRIGES DES EXERCICES ET PROBLEMES

Corrigé 0.1| Loi de Snel

, , ) . .90 - 90
1)Le tracé de rayon est obtenu en résolvant les équations & = 0 U= o

k= —g—g et ky = 0 ot Q désigne Q[ky(t), ko(t), z(t)]. 2)Comme ky = 0,
on a ko = kop, ce qui s’écrit ky sinfy = kp sinfp. 3)Comme Q(k,x) est
constant le long d’un rayon, on a c4 k4 = cg kg. On en déduit % = %
ou encore ny sinf4 = np sinfpg.

Corrigé 0.2| KdV a coefficients constants

1)On définit € comme étant le plus petit des petits nombres L/L et T/7.

2)L’ordre dominant en €’ de I'approximation WKB s’écrit i%‘te + ai %f -
3

Bi (%f) = 0, ce qui sécrit w(x,t) = Qk1(x,t)] avec Q(k1) = a k1 — B k3.

3)Comme T'(x,t) varie lentement avec le temps, on peut moyenner W (x,t)

sur une ou quelques unes de ces périodes instantanées. Pendant cet in-
tervalle de temps la fonction u(x,t) se comporte presque comme une onde

monochromatique (oscillation harmonique) et ’on a donc <u2>T = fuZ,. 4)En

0 " ow ol
choisissant I = Qau + ﬂuw — 5 (8;) on peut écrire G- + g = 0.
/. 2
5)En moyennant sur quelques périodes, on a <u %> —% k2 |um|? et

2 T
<(%) > = 1k? |u;m|?. On en déduit que nT = %|um|2—¥ k? |t |? et donc
wHT = cg(kr) (I I)T. 6)Le second ordre de WKB, en ¢!, s'écrit %‘tg + « ‘gi
2

30 (8—90) a_s —-35 g‘; gz = O En utilisant la définition kq(x,t) = g—(:v t),
cette équation s’écrit at +a 8m — 303k? gi =30k akl = %8% (k3). On a
donc v = 3ﬁ 7)En ecrlvant S =1 Lnu -, on obtient lequation %% (u 2 2+
3 (a— 3ﬁ7<?2) 5 (um) = 5 5% (kQ) up, qui s'éerit g (u,) + 5 [eq(R)up,] =
0 avec cy(k1) = a — 38k%. On a donc G(k1) = c,(k1). 8)Comme le milieu
est invariant par translation dans le temps (et aussi homogene en espace par
ailleurs), on peut écrire at + cg(kl) 2 = 0. On en déduit I’équation de con-

servation de l'action qui s’écrit & <ﬂ> +2 (cg ﬂ) = 0. 9)Le vecteur

d’onde kq(z,t) = 850 2 (x,t) vérifie ki (z,0) = 3 (kg + kg) + 3(ka — kg) tanh(x z)
avec kg = k, et k:d = k./3 0w ky = | /55 vérifie ¢g(ky) = 0. On a donc ¢4(ky) =

0 et ¢g(kqg) = .9a. Les rayons sont des droites d’équations = = a + ¢4[ko(a)]t.
Ces droites s’écartent les unes des autres dans une région située entre les
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rayons x ~ a a gauche et les rayons © ~ a + .9at a droite (figure ??7a). La
solution passe d’un comportement en u,,g cos(kqy ) & gauche & un comporte-
ment en uy,o cos(kgx) a droite de la région de transition. Comme 1'énergie
est conservée entre deux rayons, I'amplitude u,,(z,t) devient de plus en plus
faible dans cette région (figure ??b).
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Figure 1: Dispersion d’un train d’onde. a) Evolution. b) Instant final.

Corrigé 0.3| Construction de Huyghens

1)Les isobathes sont des sinusoides d’équations z = 1 [h, — 3 cos(ky)] olt

hy, est le niveau de profondeur (figure 1). 2)Au large, les rayons sont des
droites paralleles a e,. Les lignes de phase sont des droites perpendicu-
laires. 3)La relation de dispersion est Q(k,z) = /gk tanh[kh(z)], avec
k = ||k||. Les rayons sont définis par les équations Lz (t) = cylE(t), z(t)] et
(e) = F UK. Ba(0]) gmad la(t)] avee F(kB) = 3| s -
4)Les directions de plus grandes pentes sont les vecteurs grad h(z,y) =
ae, — frsin(ky) e, Les long des droites y = mm/k avec m entier, ces
vecteurs sont égaux a ae,. Comme les rayons partent avec une direction
initiale ¢, (kg) parallele a e, ces droites sont des rayons. 5)Au large, c’est-a-
dire pour une profondeur tres grande, la relation de dispersion peut s’écrire
Q(k) = V/gk. On a donc wy = /g kp. 6)Comme le systeme en z(t) et k(t) est
hamiltonien, avec un hamiltonien Q(k, z) indépendant du temps, la pulsation
w(z,t) est invariante le long des rayons. On en déduit que w(z,t) = wq est
une constante. 7)Comme k(z,t) vérifie w(z,t) = wy = Q[k(z,t),z], on peut
affirmer que k(x,t) ne dépend pas du temps.

8)On suppose connue la ligne de phase d’équation ¢(z,t) = ¢ a 'instant
t. A Dinstant ¢ + 0t, cette ligne de phase s’est déplacée et est décrite par
I’équation p(z+ dz,t+ dt) = o ou les directions des écarts dx entre les deux
lignes peuvent étre choisies arbitrairement. En négligeant les termes d’ordre
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5t% on obtient k(z,t)- 6z —w(zx,t) 6t = 0. Choisissons alors dz = dz ¢; dans la
direction de k. On a donc dx = 7 6t = ¢, dz. La construction de Huyghens
permet de satisfaire cette condition de distance ainsi que le choix de la di-
rection de dx parallele a k. En effet, 'enveloppe est tangente au cercle, donc
perpendiculaire au rayon, et k£ = grad ¢ est perpendiculaire a la ligne de phase.
9)On voit que les portions de lignes de phase qui rencontrent les premieres les
haut-fonds sont ralenties par rapport aux portions situées au-dessus de fonds
plus bas. Les rayons sont donc déviés dans la direction des lignes de crétes
de la bathymétrie. 10)Comme Dénergie (W) (z) = $pg H?(z) est conservée
entre deux rayons, la houle est plus forte pres des caps que des baies. Ce
phénomene s’ajoute au fait que ¢4[k(z)] diminue lorsque les rayons arrivent
pres de la cote, ce qui a pour effet d’augmenter I’énergie par unité de surface
(la profondeur diminue). La ligne de déferlement est en moyenne une isobathe
avec un recul vers le large au voisinage des caps et une avancée vers la plage
au voisinage des baies.

Corrigé 0.4| Réfraction en eaux peu profondes

1)Dans le cadre de l'approximation des eaux peu profondes (kh < 1), la
relation de dispersion s’écrit w = k /g h. Le module de la vitesse de phase
est cy(x,y) = c(x) = Vgh = fx avec § = \/ga. 2)La relation de dispersion
s’écrit w = Q(k1,k2,2) = c¢(z) k. On a donc & = g—ﬁ(kl,kg,x) = ¢(x) cos¥,
Y= g—,g(kl,kg,l’) = c(z) sinb, ky = g—g(kl,kg,l’) = —d(x)k=—LFket ky =
%—2(1{:1, ka,x) = 0. En appliquant le changement de variable dk; = cos 6 dk —
ksin @ df et dko = sin 6 dk+k cos 0 df, on obtient k = —k 3 cosf et § = 3 sin6.
3)Au voisinage de l'obstacle les rayons sont des droites passant par z, et
les vecteurs d’ondes sont tous de module ky = wy/cy avec ¢g = fxg. Les
conditions initiales pour le tracé de rayons sont donc [z(0),y(0), k(0),0(0)] =
(20,0, ko, 0p) avec 0y € [—m,w|. 4)La relation § = [ sinf avec § = /ag
s’integre en Ln ’tg (g)} = (Bt + cste. On en appliquant la condition initiale

0(0) = 6y, on en déduit tg (g) = tg (%0) exp(f,t). On peut aussi vérifier
directement que cette expression est bien solution. La fonction 6(t) croit
de 6y a m pour 0y € [0,7] et décroit de 6y a —m pour Oy € [—m,0]. Les
rayons sont donc tous attirés par le rivage, ce qui est conforme avec un tracé
intuitif reposant, par exemple, sur la loi de Snel. 5)On peut écrire Z—g =/ 6=

T cosf/sinf. On en déduit Ln [Z| = Ln|sin 6| +cste et donc Z(f) = ;19 sin 0
en appliquant la condition initiale Z(6y) = xg pour 6y € [0,7]. On peut
sinf __ sinf

trouver directement cette expression en appliquant la loi de Snel 5z = B

qui découle des invariances de k2 et c¢(z)k le long des rayons. On peut ensuite

T0
sin g

xo
sin fg

écrire % =4/ =7 = sin @, ce qui conduit & y(0) = (cos By — cos )
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en appliquant la condition initiale §(6y) = 0. Pour 6y € [—m,0] on obtient
les rayons par symétrie par rapport a 'axe Oz. 6)En éliminant 6 dans les

sin Oy

. 2 2
expressions de T et y on obtient (%x) + ( oo Y — cos 90) = 1. Les

rayons forment donc une famille d’arcs de cercles de centre x = (0 ﬂ) et

’ tg 6o
de rayons Siflogo. Ces cercles sont tous orthogonaux au rivage x = 0. 7)En
x =0onaz(@) =0et doncd = pour y > 0. On en déduit que y =
3301;%09&()” = xo/tg [@OT@)] On en déduit donc tg (% - 607(11)) = y/x

et donc ©g = 7™ — 2 arctg (%) On obtient I'expression pour y < 0 par
symétrie. 8)Comme ’énergie est constante entre deux rayons, sa répartition
sur le rivage est proportionnelle & ©g(y). 9)Comme wy = c¢(x) k = Bz k,
le nombre d’onde k tend vers l'infini quand z — 0. La longueur d’onde des
vagues tend donc vers zéro a ’approche du rivage. En pratique les vagues
déferlent avant d’arriver au rivage.

) | b)

X
<

Figure 2: (a) Tracé de rayons. (b) Fonction ©¢(y) ou répartition de I’énergie.

Corrigé 0.5| Réfraction de la croix de Saint André

1)Comme /—g pio—a% = N(z) = —fz, 0ona pio%% = —%ﬁ 22, On en déduit
po(z) = po(0) exp (—% 23). On peut aussi résoudre p%@)% = —%2 2% dans le

cadre de 'approximation de Boussinesq pour obtenir po(z) = po(0) [1 - g—z zﬂ
qui est une approximation de la premiere expression pour z petit. Dans les
deux cas, le profil de densité croit avec la profondeur. 2)Les points irradiés
au voisinage de l'obstacles sont sur quatre segments de droite qui forment
une croix de Saint André et avec les angles +ag et m + g avec la verticale
en notant «y = arccos 5. 3)Le tracé de rayons est obtenu en résolvant le

ho*
N(z) z (2)

systétme dynamique & = —= sin’f = -4 z sin6, ¢ = ——5—sinf cosf =
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B % sinf cosb, ki = 0et ks = —N'(2) cos@ = Sz cosf. On a utilisé 0 €
[—g, %] pour simplifier ’expression de la vitesse de groupe intervenant dans
I’expression %1 = ¢, 4)Les conditions aux initiales sont §(0) = § — ag ou

0(0) = —5+ag pour I'angle et k(0) = ko avec kg € IR quelconque. 5)Comme

N(z)cos = —fzcos = wy et k; = k cos @ sont invariants le long d’un rayon,
on peut écrire que N4 cosfy = Np cosflp = wg et kg cosfs = kp cosfp.
6)Comme N(z)cos) = —(Fzcos = wp, on a z = _%ColSO' Le maximum de
z est donc z = —h, avec hy = % Comme wg < B hg, on a bien h, < hy.
7)Les rayons sont tangents a la verticale en z = —h,. On peut supposer

qu’il sont réflechis vers le bas a cette altitude. 8)Les branches de la croix de
Saint-André émis vers le bas sont déviés en se rapporchant de I’horizontale et
atteignent asymptotiquement cette direction quand z — —oo. Les branches
pointant vers le haut se rapproche de la verticale pour ’atteindre a l'altitude
z = —h,. Elles se réfléchissent vers le bas pour atteindre asymptotique la
direction horizontale quand z — —oo comme pour les branches du bas.

0|z Z X

Figure 3: Réfraction de la croix de Saint-André pour une fréquence N(z)
linéairement décroissante avec I'altitude.

Corrigé 0.6| Réfraction d’ondes d’inerties

1)Le calcul du gradient en k de Q(k) conduit a ¢, (k) = fc%e(@ eg(k). 2)Le
tracé de rayon est défini par le systéme %g(t) =c,4(k,z) et %E(t) = —grad, Q(k, z)
avec ¢,(k, z) = grad, Q(k, z) = By 28 o) (k) et grad ,Q(k, ) = Ssin O(k)e®.
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3)Ce systeme s’écrit

dzx

g f(z)?,gij[— ﬁn@(@)]{—: yl =0 |

g = f@)T_e[; sin 0(k)] 72 %kz = Bsin6(k)

i £ ()28 cos (k) ks =0. (1)
4)On en déduit k1(t) = k1(0) = 0 d’ou Cé—f = 0 et donc z(t) = x(0). Puis
ks(t) = k3(0) = k3 et & = ﬂy%. Il reste donc & = —By(t )ﬁ
et % = ﬂ[kQ(t)k#?,]%' 5)En revenant au systéme initial, on peut écrire
Z?t’ = g,g et %2 — —%—Z avec H(kg,y) = fsinf = fy—LE2 . Le systéme

[k%(t)+k§]%

dynamique en (y, ko) admet 'Hamiltonien H (ky,y). 6)Dans le plan (kq,y), les
trajectoires de ce systeme dynamique Hamiltonien sont données par H (ko,y) =
Hy. On a Hy = w ou w est la pulsation constante du paquet d’onde dont la

trajectoire suit le rayon considéré. 7)On en déduit w? = ﬁQkag% que l'on
peut écrire sous la forme (%)2 — (%)2 = 1. En posant Y = % et K =22
on obtient Y2 — K? = 1. Cette équation décrit deux hyperboles d’asymptotes
Y = 4+ K telles que Y = £1 pour K = 0. On en déduit que les rayons forment
une famille d’hyperboles d’asymptotes By = +w kz telles que By = +w pour
kQ =0. 8)On a 4z ﬁy% Siy >0, alors 7 > 0. On en déduit donc
[k3(t)+k2]2

la forme schématique du tracé de rayon dans le plan (y,z). 9)On pourrait
considérer que Qo = Bye® est le rotation verticale du fluide au voisinage de
I’équateur d’une planéte en rotation et supposer que les autres composantes
du vecteur rotation sont négligeables. Cette approximation appelée [-plan
est valide pour les ondes d’inertie 2D. Dans le cas des ondes d’inertie 3D,
cette approximation est difficilement justifiable. Une autre application de ce
modele consisterait a considérer que Qg(z) représente un champ magnétique
externe appliqué a une fluide incompressible chargé électriquement. Le terme
Qg A U représenterait alors la force de Lorentz.



