Article Pédagogique Multimedial

O. Thual, APM-INPT thu-carcho (2003)

Caractéristiques et chocs

Objectif :

Présenter les systemes “hyperboliques” a 1’aide de les exemples du
modele de trafic routier et des équations de Saint Venant 1D
instationnaires. Présenter la méthode des caractéristiques et les

relations de saut.

1 Modele simple du trafic routier
2 Equations aux dérivées partielles hyperboliques

3 Détentes, ressauts et relations de sauts
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1 Modele simple du trafic routier

Modele de trafic routier pour introduire les concepts de

caractéristiques et de chocs.

L’équation de bilan global constituant le modele contient 1’équation
aux dérivées partielles (bilan local) mais aussi une relation de saut

qui traite des discontinuités.

1.1 Du bilan global au bilan local
1.2 Ondes de détente et méthode des caractéristiques

1.3 Ondes de compression et relation de saut
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1.1 Du bilan global au bilan local

p(x,t) : densité d’automobiles sur une route

V(p) = Vinax (1 — p?/p2ax) © vitesse des véhicules

a) flux Q(p) b) C(p) = Q'(p) < V(p)
Le flux d’automobile : Q(p) = p V(p) = Vinax (p — p*/p2ax) est
maximal pour ps = Pmax/V3 ~ 0.6 Pmax.
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Bilan global pour la conservation du nombre de véhicules :

d [

S| pdo+ Q)

pour tout intervalle fixe [z, x2], avec la [f]52 = f(x2) — f(x1).

Bilan local pour solutions p(z,t) dérivables :

Orp+0:Q(p) =0 p+C(p) 0, p=0

ou 0; et 0, sont les dérivées partielles par rapport a t et x et
C(p) = Q'(p) = Vimax (1 = 30/ Pimax)

Comme p est 'invariant de Riemann de long des caractéristiques

d’équation & = C(p) il est constant le long des droites :

r=a+C(p)t
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Propagation d’un coup de frein

Si p=po+ p avec p/py < 1, on peut linéariser autour de pq :

O p+ Clpo) D p=0

(a) po < ps (b) po > pa.

Relation de (non-)dispersion w = C(pg) k et ondes
p = pmexp(ikx — iwt) qui se propagent a la vitesse C(pg).
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1.2 Ondes de détente et caractéristiques

On suppose que C'(p) est une fonction monotone décroissante
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Condition initiale p(x,0) = po(z) avec py(x < x4) < pa(T > z4)

Droites caractéristiques :

r=a+C(pg)t, r=a+ Clpg(x)]t et x=a+ C(pg)t
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1.3 Ondes de compression et relation de saut

Condition initiale p(x,0) = po(z) avec py(x < x4) < pa(T > z4)
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Il se forme un choc d’équation z.(t)
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Relation de saut et vitesse du choc

On note : [p] = pp — pa la discontinuité droite moins gauche.

Découpage en deux intervalles et formule de Leibnitz :

d o Z . o
7 5 p dx /xl ﬁtpdx+L+ Oy p dr — wp]

Q2 = [Qlz5 +[Q]": +[Q]

C

C

En utilisant 1’équation de bilan : % f;f pdr+[Q(p)? =0

T

la vitesse w(t) = ©.(t) du choc vérifie la relation de saut :

—w[p] + [Q(p)] =0
Au-dela d’un temps t;, le choc est a 'intersection de caractéristiques :

_ [Q] _ Qlpp) = Qlpc) _ Qpa) = Qlpg)

ol PD — PG Pd — Pg
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2 EDP hyperboliques

Modeles physiques unidimensionnels (1D) instationnaires :
(Ad;+B0,)U =D ou bidimensionnels (2D) : (49, +B9,)U = D
ot A, B et D dépendent de (U, z,t) ou (U, x,y) .

Classification de ces équations aux dérivées partielles (EDP) non
linéaires. Classe des EDP hyperboliques et exemple dez équations de
Saint Venant 1D instationnaires. Méthode des caractéristiques.

2.1 Exemple des équations de Saint Venant 1D
2.2 Classification des EDP non linéaires

2.3 Détermination pratique des caractéristiques
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2.1 Exemple des équations de Saint Venant 1D

On considere les équations de Saint Venant 1D qui s’écrivent

Oh+U0,h+ho,U = 0

Cr UU
oU+UU+q¢ 0,h = g¢gsina— s UlYI

2 h

avec g’ = g cosa. Le coeflicient C'y modélise le frottement du fond.
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Ce systeme d’équations non linéaires peut s’écrire sous la forme

0, U+ B(U) 0, U =D(U)

con=(8). m0=(% 8) « 20~y ")

On multiplie & gauche par gf(g) = (v/9'/h, 1) :

/g’ g’ g’
Eath—FatU—l— U E+g’ d.h+ | h E+U 0, U

0.U+(U+Vgh) 0. U ﬂﬁ[@m(m Vg h) 0, h]
[at—l— (U+m) ax} (U+2\/ﬁ) = E(h,U)

¢y UlU|
2 " h

ot 'on a noté F(h,U) = g sina — . Cette équation s’écrit

(0 4+ 0, ) J1 =Eh,U) avec My =U++/g h et J1=U+2ygh.
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En procédant de méme avec gg (U) = (—+/g’/h,1) on obtient :

{(&5 +M0:)J1 = N(J1,J2)
(0 +A20,) Jo = N(Jqp,J2)

J1 =U+ 2c et M =U-++c¢c
avec
Jo =U — 2c et X =U—c

ot N(Ji,J2) = E(h,U) sachant que /g'h =c= L2 et U =

Ji1+J2
=

e “Fonctions de Riemann” : Jy(z,t) et Jy(x,t) régies par
deux équations d’advection couplées de vitesses d’advection

respectives A\j(x,t) et Aa(x,t).

e “Invariants de Riemann” : lorsque a = 0 (pente nulle) ou
Ct = 0 (frottement null), J; et Jo sont des “invariants de
Riemann”. Ils sont constants le long de “courbes

caracatéristiques”.
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Deux familles de courbes caractéristiques :

Ci @ &= XM(a,t) et Co @ &= Aa(x,t) .

“Dérivation le long des courbes caractéristiques” :

d d
(g)(}l :at+>\1($,t) &U et (@)C32 :8t+>\2(337t) aac .

Avec cette notation, les équations de Saint Venant s’écrivent :

dJl dJQ
( dt >Cl <J17J2) ) ( dt )CQ <J17J2)
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2.2 Classification des EDP non linéaires

AU, x,t) 8, U + B(U,x,t) 8, U = D(U, z,1)

Pour chaque jeu (U, x,t) on cherche A\, (U, x,t) et Y (U, x,t) vérifiant

det (<A, A+B)=0 et

Systeme “hyperbolique” en (U,z,t) : il existe N directions
propres a gauche gn associées a des valeurs propres A, réelles.

Systeme “parabolique” en (U, x,t) : les valeurs propres sont

réelles avec un nombre de directions propres inférieur a V.

Systeme “elliptique” en (U, z,t) : toutes les valeurs propres

sont complexes.

Systeme “mixte ” en (U, x,t) : tous les autres cas.
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Jeux de valeurs (U, x,t) ou le systéeme est hyperbolique :

En multipliant a gauche le systeme par un des vecteurs lignes yz

v, A0 U+y, BOU = ¢ A@O+M0:)U = ¢

—n

Si U(x,t) connue, N familles de courbes caractéristiques d’équations :

Cn : ©=N|U(x,t),2,t], pourn=1,...N.

dt

On a donc transformé le systeme hyperbolique en N équations :

d
Dérivation selon C : (—) — O + A0,
C

d
g Vin(U,x,t) (Z) =G,U,x,t), pourn=1,.. N,
Cn

Vin(Ut,...,Un,x,t) : composantes de gf(g,az,t) AU, z,t)
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Gn(Uy,....,Un,x,t) : produits g:(g,x,t) DU, x,t).
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Exemple des équations de Saint Venant :

V' /h (dh)61 + (%)Cl E(h,U)

i (G) (%), = Ee.

Pour cet exemple, on peut “intégrer” les équations :

d(U+2F) —EhU)etd—( —zf) — E(h,U).

“Fonctions de Riemann” : J; =U + 2v/g’h et Jo =U — 2+/¢’h.

Il n’est pas toujours possible de définir de telles fonctions dans la

mesure oll ne peut pas toujours “intégrer” une équation de la forme

dh d
Vin(h,U,x,1) (dt) + Vo (h,U, x,t) (dltj> = Gn(h,U, x,t)
Cn Cn
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meme lorsque Vi, V5 et G ne dépendent que de h et U.

Discussion dans le cas général :

e Fonctions de Riemann : lorsque l'on peut “intégrer” le

systeme hyperbolique, il existe N fonctions de Riemann .J,, :

dJy,
( ) = N,(J1,.... In,z,t) pourn=1,... N
Cn

dt

Fonctions N, (J1,...,Jn,x,t) = G, (Uy, ..., Un, x,t) en résolvant le
systeme implicite reliant les (Uy,...,Un) aux (J1, ..., JnN).

Invariants de Riemann : lorsque D(U, x,t) est nul, les
fonctions G, (U, x,t) et N, (J1, ..., Jn,x,t) le sont aussi et les
fonctions J,, sont invariantes le long de leurs courbes

caractéristiques C,, respectives.

APM-INPT thu-carcho (2003), O. Thual September 4, 2007 18



e Autres cas : il faut “intégrer” numériquement le long des

courbes caractéristiques C,,.
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Domaines d’influence :

‘ A C.
% S S

< . 

$

Qu'’il y ait ou non de fonctions ou d’invariants de Riemann, on a

dt

I n —=

DA (dQ) :%ZQ pourn=1,..., N,
Cn

e Domaine Sp influencé par un point P

e Domaine (s qui influence la solution en un point M
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2.3 Détermination pratique des caractéristiques

Méthode permettant de transformer un systeme hyperbolique en N

équations d’advections sans calculer les vecteurs propres a gauche %n
Exemple (facilement généralisable) des équations de Saint Venant :

( Oy h +U0,h +ho,U

< Oy h +A0, h
\ o, U +A0, U

Les premieres lignes sont les équations de Saint Venant.

Les deux dernieres sont les définitions des dérivées de h et U le long
de courbes C d’équations & = A\|[U(x, t), x, t].

La fonctions A\(U, x,t) et les courbes C ne sont pas encore connues a
cette étape de la méthode.
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Détermination des caractéristiques par la méthode du

déterminant :

Ces quatre équations sont non linéaires mais on peut écrire :

Oy h 0

1
0 1 U | _[E| (A B\ [aUY)_
1 0 Oh | | W I x1)\o,U)

0 1

0, U U’
ou 'on a noté U = (h,U), b/ = (42 ) U’—(d—U)C etglz(%)c.

Il y a donc N racines réelles de ce polynome :
det AMA—B)=(\A-U)’—g h=0

On retrouve les racines réelles A1 = U + /g’h et Ay =
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Relations de compatibilité :

Si AU, z,t) est 'une des racines et U(x,t) et h(z,t) solution pour

(x,t) donné, le rang de la matrice 4 x 4 est inférieur a 4.

Le second membre (0, £, h', U’) doit vérifier :

1 0 U O

01 ¢ FE
1 0 X N
o1 0 U

—(A-U)U' +gh -A-U)E=0.

Pour la racine Ay = U + /¢’ h (le cas A\ est similaire) on peut diviser

cette égalité par v/g’h pour retrouver ’équation d’advection

p |9 (AU lg' [ dh
= h == ~ (=) =E .
U +4/5 h (ﬁ)a+ v @), (h,U)

Il y a N relations de compatibilité dans le cas général hyperbolique.
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3 Détentes, ressauts et relations de sauts

Vidange et remplissage d’une lame d’eau dans un canal, en utilisant le

modele des équations de Saint Venant sans pente et sans frottement.

Modélisation des discontinuités en se basant sur des bilans globaux

permettant de traduire les lois de conservation de la mécanique.

3.1 Vidange ou remplissage d’un canal
3.2 Onde de détente
3.3 Onde de compression

3.4 Relations de saut des équations de Saint Venant
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3.1 Vidange ou remplissage d’un canal

RS [O,tf]
10, 1) = he(t)
Ce(t) = Co + Y t
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Résolution par la méthode des caractéristiques

Equation de Saint Venant (en notant g’ = g cos ) :

Oh+UOh+ho,U = 0

C; UU
U +UO,U+g d,h = gsina— -2 U]

2 h

Courbes caractéristiques (en notant avec ¢ = v/g’h) :

Cllib:U—l—C et CQZC.C:U_C

Invariants de Riemann Jy(z,t) et Jy(x,t) :
lejl(U,C)IU—I—QC et JQZJQ(U,C>=U—26

Equations équivalentes :
dJ
291 —0 ot dJa —0
dt /. dt /o,

APM-INPT thu-carcho (2003), O. Thual September 4, 2007 26




3.2 Onde de détente

e Région 0 : écoulement uniforme (h,U) = (hg, 0)

e Région OS : onde de détente h(x,t) et U(x,t) variable

e Région f : écoulement uniforme (h,U) = (hs,Uy)
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Région 0 et sa frontiere

Ensemble des points pour lequels (h,U) = (hg,0). Dans cette région :

Ci:x=a1+cot et Co:x=a; —cgt

'[‘

a) La frontiere 0 / OS est une Cy, b) Les C; de OS sont des droites.
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La frontiere de la région 0 est un C;

t t4

Soit B un point tres proche de la frontiere. Si C; transverse :

{51(UB,CB) = (Ug,cg) = J1(Uy, co) — {UB +2cg =Uy+2c¢
J2(Up,cp) = J2(Ur, cr) = J2(Uo, co) U —2cg =Upy—2c¢

D’ou (Up,cp) = (U, cp) et B appartient a la région 0 (contradiction).

La frontiere est donc une caractéristique. C’est ici une C;.
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Les C; de la région OS sont des droites

t t4

Pour une C; connectée a la région OS par des Cs :
J1(Ua,ca) = = J1(Up,cB)
J2(Ua,ca) = le] = J2(Up,cB)

Jo(Ug,ce) = J2(Up,co) = T2(Ur,cr)

D’ou Uy = Up et c4 = cp. Les caractéristiques C; d’équation

& = U + ¢ sont donc des droites (pente constante).
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Vitesse au niveau de I’écluse

En supposant que les Cy coupent 'axe Ot, 'invariance de J, entraine :

JolU(0,7),ce(7)] = J2(0,hg) <= U(0,7) —2ce(T) = —2¢9

C, tIh h [/

-— U

—,

O
0

F ¥

T € [O,tf]

cCo+ YT
2[ce(T) — co
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Région “Onde Simple” (OS)

Région adjacente a 0 formée par les droites C; issues des 7 € [0,¢¢] :

r=[U(0,7)+ce(T)|(t—7) = [8ce(T) —2¢col(t—7) = (co+3yT)(t—7)

La droite C; de OS passant par (x,t) coupe Ot en [0, 7(x,t)] avec
1
T(z,t) = 6 [—(60 —37t) ++/(co+371)% + 127:1;}

On a donc : U(x,t) = 2{ce[T(x,t)] — co} et c(x,t) = ce|T(z,t)]
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Région uniforme f

Droites C; issues de Ot pour 7 >t : = (3¢cf —2¢o)(t — 7)

On a donc : U(z,t) =Us =2(cy — co) et c(z,t) = ¢y
Caractéristiques Cy; dans la région OS5
t=U(x,t) —c(x,t) = ce|T(x,t)] — 2¢0

Résolution numérique méme pour I'exemple c.(t) = co + 3t :
i =2y7(x,t) = 3 {—(CO —379t)++/(co+37t)2 + 127:1:}
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3.3 Onde de compression

C1

Région 0 : écoulement uniforme (h,U) = (hg,0)

Région OS : onde de compression h(x,t) et U(x,t) variables
Région CUSP : intérieur de la fronce

Région f : écoulement uniforme (h,U) = (hy,Uy)
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Région “Onde Simple” (OS5) :

Meéme équations des C; que pour la détente mais elles se coupent !
Région uniforme f :

Ona: Ur=2(cy —co) =27t et cy = /g hy

Région CUSP :

Ensemble des points par lesquels passent plus d’une C;.

Choc d’équation & = w(t) : nécessité d’une relation de saut
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3.4 Relations de saut des équations de Saint

Venant

Conservation de la masse et de la quantité de mouvement :

d [7?
— h d hUul*? = 0
dtL v+ [hUL,,

d o 1 T2 o
E/ hU da + [hU2+§g’h2] / E(h,U) h dz

1 1

pour tout intervalle [x1, x5].

Notations : E(h,U) h=gh sina — %U|U\ et ¢ = g cosa.

Bilans locaux

Bil lob <~
Hans STObRE { Relations de saut
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Bilans globaux :

2

h dx + [hU],?

dt /.,

d [*2 1 2
— hU d hU? + —¢' h?
dt/xl Ua:+[U+2g ]

T

Bilans locaux sous forme conservative :

O h+ 0y (hU)

Oy (hU) + 0, (hU?) + % g 0y h*

Relations de saut :
[A(U — w)]

|[h UU —w) + %g/ hﬂ

ou w est la vitesse du choc et ot 'on a noté [p] = vp — ¢q.
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Ressaut hydraulique :

A | |

= hD(UD —w)

1 1

haUq(Ug —w) + 59’ hz = hpUp(Up —w)+ 59’ h%,

Deux équations pour les cinq inconnues (Ug, hg,Up, hp,w).
e Fxemple 1: Si hg, hp et Up = 0 sont connus, on calcule
_ __ hp 1 hg hG+hD
Ug—w( G)etw—:lz\/g )

e Exemple 2 : Si hp, hg et w = 0 sont connus, on calcule
Us = :I:\/g’ hp hG+hD) et Up = :I:\/g’ ha hG‘ghD).

APM-INPT thu-carcho (2003), O. Thual September 4, 2007 38



Traduction du second principe :

Equation de bilan de I’énergie :

d [*2 /1 1 1 T2
et —h 2 - /h2 d _/h2 —
i, (gnoregom) s gine]

/332 (E(h,UYAU — D] dx

1
On suppose hg(Ug —w) = hp(Up —w) >0 :
Dissipation dans un ressaut : D(x,t) = Dy dlx — x.(t)] avec Dy > 0.

Duo bilan local / relation de saut :

1 1 1
O, (§hU2+§g’h2) + 0, (§hU3+g’h2U) = E(h,U)hU — D

1 1 1
ﬂ(§hU2+ §g’h2> (U —w) + §g’h2 Uﬂ =—Dp <0.
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Exemples de ressauts

(haU& + ¢'he) (Ug—w)+¢'hé U > (hpUp + ¢'h) (Up—w)+¢'hHUp

lorsque ha(Ug —w)=hp(Up —w) >0

e Fxemple 1: Si hg < hp et Up = 0 sont connus, on ne garde que
la solution Ug = w ( — Z—g) >0et w= —\/g’ Zg hG‘ghD) < 0.

e Exemple 2 : Si hg < hp et w = 0 sont connus, on ne garde que
(hatho) > .
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Conclusion

Systemes d’EDP hyperboliques 1D : exemple des équations de

Saint Venant 1D instationnaires.

Algebre pour la pente des caractéristiques, les relations de

comptabilités et donc les fonctions ou invariants de Riemman.

Transformés en un syteme d’équations différentes ordinaires

faisant intervenir la dérivée le long de courbes caractéristiques.

Tracé des caractérsitiques : nombre de conditions aux limites ou

contraintes le long d’une ligne quelconque du plan (z,1).

Exemple : nombre de conditions aux limites des écoulements

sous-critiques (F, < 1). ou supercritiques (F;. > 1).
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Lorsque le systeme admet N invariants de Riemann :

e La frontiere d’une région du plan (x,t) d’écoulement uniforme

sont forcément une courbe caractéristique.

e Les caractéristiques de la méme famille que la région adjacente,
appelée “onde simple”, sont des droites le long desquelles les

composantes de la solution sont invariantes

t t4
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Lorsque les caractéristiques d’une méme famille se coupent :

La solution semble étre multivaluée dans une région de (x,t)

délimitée par leur enveloppe.
Limitation de la modélisation continue du probleme.

Modélisation des chocs qui repose, en mécanique, sur des lois de

conservation : relations de saut a partir des bilan globaux.

A Tlintérieur de ces chocs les hypotheses de non dissipation, qui

conduisent a la nature hyperbolique, ne sont plus valides.

Application du second principe conduisant a une inégalité.
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Modele 2D stationnaires :

Equations de Saint Venant 2D stationnaires : F, = \/g’h/(U? + V2)
Equations d’Euler 2D stationnaires : Mach M = \/yrT/(U2 + V2).

Pour les écoulements homoentropiques (entropie homogene en
espace) : analogie formelle avec Saint Venant 2D a condition de

spécifier une loi d’état de gaz parfait tres particuliere.

La recherche de caractéristiques montre que ce systeme peut éetre
hyperbolique (F, > 1 ou M > 1), parabolique (F, =1 ou M = 1) ou
elliptique (F- < 1ou M < 1),

Signalons enfin que la méthode des caractéristiques permet de
développer des méthodes numériques particulierement précises pour
la simulation des systemes hyperboliques.
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FORMULAIRE
MODELE DE TRAFIC ROUTIER

Bilan global
d [*?

p N Pdﬂf‘F[Q(P)]ij =0

Bilan local / relation de saut

Op+0:Q(p)=0 et —wlp]+[Q(p)]=0.

Vitesse d’un choc

Q(pp) — Qpa)
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EDP HYPERBOLIQUES
AU, z,t) 8; U + B(U,x,t) 8, U = D(U, z,1)

Classification générale
det (—)\é—l—é) =0 : hyperpoliquesi A\, € IRpourn=1,.... N
Caractéristiques
Crn:@=A(x,t) =N\ |U(x, 1), ,1]

Relation différentielle générique

dU,
E Vin(U,x,t) (d ) =G,U,x,t), pourn=1,.. N,
Cn
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Cas ou 1l existe des fonctions de Riemman

( ) = Nn(J1, ..., IN,x,t) pourn=1,... N
Cn

CAS DES EQUATIONS DE SAINT VENANT

Equations de Saint Venant non linéaire

Oh+UO,h+ho,U = 0

ohU+UU+q¢ 0,h = gsina—Cf ulv

2 h

Caractéristiques et invariants de Riemman
Cl,gljjz)\l,QZU:i:C et JLQIUZEQC avec

Relations de saut
hg(UG — w) — hD(UD — w)
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1 1
haUq(Ug —w) + 59’ hi =hpUp(Up —w) + 59’ h%,

(haU& + ¢'he) (Ug—w)+¢'h¢ U > (hpUp + ') (Up—w)+¢'hpUp
si hg(UG — w) - hD(UD — w) > 0
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