Article Pédagogique Multimedial

O. Thual, APM-INPT thu-surfli (2003)

Ondes de surface linéaires 1D,
hyperboliques ou dispersives

Objectif : étudier les ondes linéaires d’un écoulement a surface libre
dans le cas simple ou le fond est plat et ou 'on ne s’intéresse qu’a

une seule direction horizontale.

1 Classifications des sytemes linéaires 1D
2 Ondes de surface linéaires et hyperboliques

3 Ondes de surface linéaires et dispersives
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1 Classifications des sytemes linéaires 1D

Equations aux dérivées partielles (EDP) linéaires a coefficients
constants pour deux variables notées t et x.

Premiere classification via la relation de dispersion s = ¥(k) — ¢ Q(k)

1kx+st

des solutions e . Systemes amortis, instables ou ondulaires.

Deuxieme classification via l’existence de caractéristiques. Forme

% + An% = L(J1,....,Jn) pour n =1,..., N avec A\, réels pour les

systemes hyperboliques.

1.1 Systemes 1D du premier ordre
1.2 Classification par les relations de dispersion
1.3 Classification par I’existence de caractéristiques

1.4 Application des classifications a des exemples
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1.1 Systemes 1D du premier ordre

Systemes d’équations aux dérivées partielles (EDP) sous la forme

AoU+Bo,U=DU

avec U(z,t) = (Uy,...,Un) € RY et A, B et D trois matrices N x N

a coefficients constants.

Beaucoup de systemes linéaires utilisés pour modéliser des
phénomenes physiques, en particulier issus de la mécanique des

fluides, peuvent se mettre sous cette forme.
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Equation d’advection diffusion linéaire
Ohu—+cO,u=0

Solutions de la forme u(x,t) = ug(x — ct). Advection sans

déformation et a la vitesse ¢ d’un profil initial quelconque ug(x).

Equation des ondes 1D

OFu—c?02u=0.

Equivalente au systeme du premier ordre qui s’écrit

Ohu—cOp,v=20 et v —cO,u=20.

En posant U = (u,v), forme standard avec N = 2.

Solutions de la forme u(z,t) = ugy(x + ct) + uq(x — ct).
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Equation de Korteveg de Vries linéaire
8tu—|—ozé9xu+ﬁc‘92u:()
Equivalente au systeme du premier ordre
Ohut+ad,u+ B0, w=0, O,u=wv et

En posant U = (u, v, w), forme standard avec N = 3.

Equation de la chaleur 1D

_ 92
Ou=rKO0o,u

Equivalente au systeme du premier ordre

Ohu—KkO,v=>0 et O, u="10.

Ce systeme modélise la diffusion de la chaleur avec le coefficient de
diffusivité k.

APM-INPT thu-surfli (2003), O. Thual September 4, 2007 6



Equations de Saint Venant sans frottement et linéaires

Petites oscillations d’un écoulement a surface libre de profondeur
ho + 1(x,t) et de vitesse Uy + U (x, t).

Equation de Laplace

a§u+a§u:o

Variable de temps ¢t remplacée par variable d’espace y car c’est une

équation “elliptique”. Forme standard
Oyu+0,v=0 et Oyv—0,u=0

Pas de forme standard pour I’équation d’Helmoltz 85 u+0%2u="C_u
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EDP d’ordre deux en espace et en temps
a@fu—l—b@tmu—l—c@iu—l—e6’tu—|—f8xu:du

ou (a, b, c,e, f,d) sont des constantes.

Forme canonique des polynome du second degré pour écrire

b -\~ b2—4
a (&54—%&6) — ac@g u+edyu+ fo,u=du

4 a?

e Si A=0b%>—4ac<0: il n’est souvent pas possible de mettre

cette équation sous la forme standard (équation d’Helmoltz)

e Si A >0: on peut poser r4+ = _b:;a\/z et 'EDP se met sous la

forme standard

(8t—r+ &E)u
a0y —r_0Ozx)v+ediu+ fOru
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1.2 Classification par les relations de dispersion

Le systeme est invariant par les translations d’espace et de temps :
U(z,t) = Re (Qm ez’kﬂc—i—st)

ou k est réel, s = 0 — ¢ w complexe et U, un vecteur complexe.
(sA+ikB-D) U, =0.

Solutions U, non triviales ssi : det (s A+1k B - 2) =0
Pour k donné, M < N solutions Sy, (k) et ¢ (k) avecn =1,...., M :

(sn A+ikB-D) ¢ (k) = 0

—n
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/\
EN\Wes

Module |¢ | e>n(F)t des solutions ¢ ethkatSn(k)t — ¢ elhatot-ivt

e Systéme “amorti” : pour tout (k,n) onaoc=23,(k) <0
e Systeme “instable” : il existe un (k,n) avec o = ¥,,(k) >0

e Systeme “ondulatoire” : pour tout (k,n) on a o =X, (k) =0,
c’est-a-dire 0 —itw = Sy (k) = —i Q, (k)
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Cas des systemes ondulatoires

YOV

¢ Ondes “non dispersives” :

la dérivée Q) (k) = ¢, est une constante. La fonction w = 2, (k)

est donc représentée par une droite dans le plan (k,w).

e Ondes “dispersives” :

Le graphe de cette fonction w = €, (k) est courbe.
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1.3 Classification par existence de caractéristiques

A, U+B0,U=DU

On s’intéresse alors aux racines A du polynome :
det (~A A+ B) =0

Systeme “hyperbolique” : il existe N solutions A,, réelles et

N “vecteurs propres a gauche” wn de directions distinctes

—)\ny:é +g:§=Q avec n=1,....N

Systeme “parabolique” : il n’existe que M “directions
propres’ avec M < N

Systeme “elliptique” : toutes les solutions \,, sont complexes

Cas “mixte” : autres cas
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Cas des systemes elliptiques ou mixtes

by

%

)

X
>

Nous admettons ici qu’ils nécessitent des conditions aux limites sur
une frontiere fermée 0D de 'espace (x,t). La variable ¢ ne peut donc

pas éetre une variable de temps respectant le principe de causalité.

La variable ¢t est en fait une variable d’espace que ’on peut noter y.
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Cas hyperbolique
U+Bo,U=DU
Systeme hyperbolique s’il existe A, et @n réels vérifiant :
—An y:é +y:§ =0 pour n=1,...N

Multiplier a gauche 1’équation standard par la matrice ligne %Z ;

(0 + A\, Or) %Zég(x,t) :gZQQ(x,t) pour n=1,...N .

On définit NV “fonctions de Riemann” et N formes linéaires :

I n =

Jo(x,t) =¢ ) AU(x,t) et ¢ DU = Ly(J1,..., In)
On a transformé les équations de départ en un systeme équivalent :

(0 + A\ O) Jp =Ly (J1,...;Jy) pour n=1,... N
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X
>

Les droites caractéristique d’équations x = a + \,, t jouent un role
important dans la résolution de (0 + A, 0z) Jn = Lp(J1, ..y IN).

Cas particulier D =0 :

(O +Ap 0z) Jp =0 pour n=1,...N

Les J, sont les “invariants de Riemann” du syteme. Les solutions
s’écrivent J,(xz,t) = Jpo(x — Ay t).
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1.4 Application des classifications a des exemples

Equation

Dispersion

Caractéristiques

d’advection

Ondes non dispersives

Hyperbolique

des ondes

Ondes non dispersives

Hyperbolique

de KdV

Ondes dispersives

Parabolique

de la chaleur

Cas amorti

Parabolique

de Saint Venant

Ondes non dispersives

Hyperbolique

de Laplace

(Non causal)

Elliptique

du 27 degré A > 0

Les quatre cas

Hyperbolique
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Equation d’advection d,u + ¢ d,u =0 :

e Ondes non dispersives de relation de dispersion Q(k) = ck.

e Systeme hyperbolique avec A\ = c et J = u invariant de Riemann.
Equation des ondes 9?u — ¢ 92u =0 :
Systeme sous la forme Oyu — ¢ 9,v =0 et Oyv — c O, u = 0.

e Ondes non dispersives : Qq(k) = —ck et Qs(k) = ck.

e Systeme hyperbolique avec A\{ = —c et Ay = c.
Les invariants de Riemann sont J; = u+ v et Jo = u — v.

Equation de KdV linéaire 9, u + o 9, u + 3 Bu=0:

e Ondes dispersives de relation de dispersion Q(k) = ak — 3 k5.

e Systeme parabolique dans la mesure ou la matrice A B 1 nest

pas diagonalisable (bloc de Jordan).
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Equation de la chaleur 9, u = x 8% u
e Tous les modes k > 0 sont amortis : s(k) = —k k?

e Systeme est parabolique dans la mesure ou A B 1 nest pas

diagonalisable (bloc de Jordan).
Equation de Saint Venant linéarisée (voir plus loin) :

e Ondes non dispersives de relations de dispersion :

Q1 (k) = (Up + Vg ho) ket Q(k)=(Up—+gho) k-

e Systeme hyperbolique avec Ay = Uy + /g hg et \a = Uy — /g
Invariants de Riemann sont J; = U + N 77 et Jy=U — hi 7.

Equation de Laplace O7u+02u=0:
e Relations de dispersions non pertinentes

o Equation elliptique
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Dans le cas , PTEDP s’écrit AoyU+B o, U=0:

e Relation de dispersion : det (s A+ik é) =0

e Existence de caractéristiques : det (—>\ A+ é) =0

Systeme ondulatoire <=  systeme hyperbolique

En effet %:—A dott (k) =M, k pourn=1,..,N.
1

On qualifie souvent d’“ondes hyperboliques” les ondes non

dispersives, I'hypothese D = 0 étant alors implicite.

C’est ce cas que nous allons développer sur ’exemple des équations

de Saint Venant linéaires en ’absence de frottement.
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2 Ondes de surface linéaires et

hyperboliques

Mouvement d’une couche fluide a surface libre.
Cas ou le milieu est peu profond : équations de Saint Venant.

Petits mouvements autour d’un écoulement de base : linéarisation

des équations de Saint Venant.

Ondes non dispersives et hyperboliques : droites caractéristiques.

2.1 Linéarisation des équations de Saint Venant
2.2 Ondes de surface dans un canal infini et peu profond

2.3 Droites caractéristiques et invariants de Riemann
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2.1 Linéarisation des équations de Saint Venant

1

Equations de Saint Venant non linéaires 1D sans frottement :
Oth + 0, (hU) =0 et oU+U 0, U =—g0, h
Petits mouvement autour la solution (h,U) = (ho,Up) :
h=ho+7n e U=Uy+U
En supposant 7/hg et (7/U0 sont de 'ordre de e < 1 :

~ ~

O +UyOufi+hod:U=0 et U+gdi+Usd,U=0.
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2.2 Ondes de surface : canal infini et peu profond

n Up ho n 0
A Bx == T -~ = .
2ol+dol at(U)+(g Uo>a (U) ()

n U
oulU = (g), A = I est la matrice identité et B = ( 0
- g

La recherche des valeurs propres A et vecteurs propres a droite ¢ de
B, qui s’écrit B ¢ = A ¢, conduit a

AM=Ug+\ghog=Uy+cyg et I =Uy— ho = Uy — ¢g
(VEY= (1) w o (E) = (1)
1 1 2 1 1

ou l'on a noté ¢y = /ghg et x =

Comme D = 0 : systeme hyperbolique <= ondes non dispersives
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Relations de dispersion des équations de Saint Venant :

wzﬂl(k>:>\1]€ et w:QQ(k>=>\2]€

~ ~

On obtient des solutions complexes U(x,t) = U,  e'Fetst .

m

Q _ Qm eikzm—i—st _ Tlm eikzaz—iwt
U U,, U,

ou les composantes 1, et ﬁm sont des amplitudes complexes.

Les vecteurs propres vérifient : s U m T 1k B U m = 0.

On a donc obtenu des solutions de la forme

~

Uz,t) = A1 ¢, e*@M0 ou U(z,t) = Ay ¢, et 7220

avec Ay et Ay amplitudes complexes arbitraires.

Ondes monochromatiques non dispersives dont les vitesses de
phase sont Ay = Uy + ¢ ou Ay = Uy — ¢g.
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Probléme aux conditions initiales : U(xz,0) =

On décompose le vecteur U, () sur la base (9,,9,) :

- () - o, e (1

On a donc A; = (UO + = ) et Ay = % (UO % 770).
La transformée de Fourier de A(x) :

1

/X(k) ek dk =  A(k) = QW/ A(z) e P F % dy

Solution U (x,t) superposition d’ondes monochromatiques :

~

Q(I,t) _ [/]R 21(]6) ez' k(x—MX1t) dk] @1—'_[/11:{ 22(]6) e’i k(x—MXat) dk] @2

= Ai(z — M t) ¢, + As(z — Ao t) @,
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Nombre de Froude : F,. = |Uy|/v/gho = |Ugl|/co

tl CZ

o [, <1 : régime “sous-critique” : les vitesses A\ = Uy + ¢y et
Ao = Uy — ¢y sont de signes opposés.
L’information issue, par exemple, d’une condition initiale

quelconque, remonte donc vers la droite et vers la gauche.

e ['>1: régime “supercritique” : I'information se propage dans

une seule direction, vers la droite si Uy > 0.
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2.3 Dr. caractéristiques et invariants de Riemann

En multipliant les équations de Saint Venant linéaires 1D a gauche

par le vecteur ligne %{ = (v/9/ho,1) = (x, 1), on obtient :

ﬁ/ 8tn+8tU+(U0“g g)&,;ﬁJr (ho«/g +U0>8 (7
ho hO hO
o, (U + (U0+\/gh0) 9 5
h() hO

Il suffit ensuite de changer le signe devant chacun des symboles 4/
pour multiplier par ﬁ = (—+/g/ho,1) = (—x,1). On a donc :

Oy Ji +X0,J1 =0 et Oy Jo+ Ao 0y Jo =0
(J1,J2):(U+X77, U - XU) et (A1,A2) = (Uo + co, Up — o)

N. B.:
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Invariants de Riemann : Jy(z,t) et Jo(z,1)

8,5J1+)\18$J1:0 et 8t<]2—|—>\283;<]2=0
(JiJ2) = (U+x3i. T =xii) et (X)) = (Uo+co, U — o)

Droites caractéristiques : Ci1:x=a+ M \tetCo:x=a+ Aot

Cas ou le domaine spatial est la droite réelle :

Jl(ﬂj,t) f Jlo(ﬂj — )\1 t) et JQ(ZIZ,t) :NJQ()(ZU — )\1 t)
avec Jio(z) = Uo(z) + xno(z) et Jao(x) = Up(x) — X 10(2).

On en déduit que la solution (déja trouvée) s’écrit

Uz, t) %Jlo(a:—)\lt) (%X) _|_%J20(x_)\2t) (—11/x)

Al(ﬂj — )\1 t) ?1 —+ AQ(ZIZ — )\2 t) ?2
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Cas ou le domaine spatial est borné :

L
§

Pt

Exemple : x € IRT, cas sous-critique F, < 1 et Uy > 0.

Conditions initiales : 7j(z,t) = 7o(z) et U(z,t) = Uy(z) pour z > 0.

Condition aux limites : 7(0,t) = n.(2).
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AN o

e Pourt > 0et x > A\ t: invariants J; et Js

(70(33 — )\175) + (70(33 — )\Qt) 770(113 — )\1 t) — ?7/0(113 — )\Qt)
2 X 2

~

770(33 — )\1 t) -+ 770(33 — )\Qt) 1 1 U0($ — )\1t) — (70(33 — )\Qt)

2 X 2

e Pour z = 0 (position de I’écluse) : J2(0,t) = Jo(x — Aot, 0)

U(0,t) — X 7e(t) = Un(w — Ao t) — X 7o (x — Aat) .
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Domaines d’influence :

e Domaine (droites) Sp “sous l'influence” du point P
e Domaine (droites) Qs “qui influence” le point M.

Ces considérations géométriques permettent de déterminer le nombre

exact de conditions que 'on peut imposer a la frontiere d’'un domaine

du plan (z,t) pour obtenir un probleme bien posé.

APM-INPT thu-surfli (2003), O. Thual September 4, 2007 30



3 Ondes de surface linéaires et

dispersives

Ondes de surface pour une profondeur quelconque : modele des
équations d’Euler 2D incompressibles a surface libre.

Petits mouvements autour du repos : systeme linéarisé ou la surface

libre est remplacée par une surface fixe.
Relation de dispersion : ondes dispersives.

Train d’ondes généré par une condition initiale

3.1 Equations d’Euler incompressibles 2D a surface libre
3.2 Relations de dispersion des ondes de surface

3.3 Dispersion d’un paquet d’ondes et vitesse de groupe
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3.1 Equations d’Euler incompressibles 2D a

surface libre

dU
divU=0 et pog d—?z—gr@dp—poggz

Conditions aux limites :
{ Orh+uod,h=w
P = DPa

en z=~h(x,t) e¢ w=0 en 2z=0
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Hypothese d’écoulement irrotationnel :

Donc potentiel des vitesses ¢(x, z,t) tel que U = grac

: U U
Comme divgrad = A et —=—==—25=+3 L orad

Ap=0 et  grad [3t¢‘|‘% (grad ¢)’

P = DPa

en z=h(x,t) et 0,¢=0

Comme ¢ est défini a une fonction C'(¢) pres du temps on peut

éliminer la pression du systeme d’équations en écrivant

p(ﬂf, Z,t) = Pa — PO [8t¢ + % (g@d ¢)2 + g (Z o hO) ]
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3.2 Relations de dispersion des ondes de surface

Petites oscillations autour du repos h = hg et U = 0.
Pour cet état “hydrostatique”, on a pg(z) = pa — po g (2 — hg)-

On définit alors les notations :

h(xvt) = ho + 77(33,75) ) p(:lj', Zat) — pO(Z) ‘|‘ﬁ<513, Zat)

~

et ¢(xazat) — ¢(£U,Z,t)

En reportant dans les équations :

atﬁ_azg/g:_axggaxﬁ2 b —|—N< t)
~ ~ ~ en 2z = Ny n\x,
Ordp+gn=—3 (g@d (b)

A&Z:O partout et 0,0=0 en 2=0.

- ~ 1 ~\ 2
La “pression dynamique” est : p = —pg [&g ¢+ 5 (g@d ¢) ]
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Approximation linéaire des petits mouvements
On suppose que 1n/hg, p/po et 5/(h0\/g hg) sont d’ordre € < 1 :
On néglige les termes quadratiques en e.

Toute fonction f(h) dérivable vérifie :

flh(z, )] = flho+7(z,t)] = f(ho)+O(€) = f(ho)+7(x,t)f (ho)+O(e?) .

On peut donc remplacer les valeurs sur la surface libre par les valeurs

en z = hg et donc considérer le domaine délimité par ce “toit rigide”.

L’ordre dominant en e conduit au systeme linéaire :

{@ﬁ—@%o
Ohop+gn=20

~

en z = hg , Agg:() et 0,0=0enz=0.

La pression dynamique est p(x, z,t) = —pg O 56(;5, z,t).
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Relation de dispersion

~

On peut alors éliminer n(x,t) = —% Ot ¢(x,0,t) pour obtenir

~

8t2$+g@;$:0 en z = hg , A%:o et 0,0=0enz=0.

Lorsque x € IR, on peut chercher des solutions complexes :

~

n(x,t) = 7y, e Ferst et oz, 2,t) = B(z) etFotst
En reportant cette expression dans les équations :
s> ®(hg)+g ®'(hy) =0, ®"(2)—k*®(2)=0 et  @D0)=0
En cherchant un profil ®(z) = A cosh(k z) + B sin(k z), on trouve
®,,, cosh(k z) et s=—iw avec w>=gk tanh(kho)

On note que 0O $+ gn =0en z =0 entraine ®,, = —i— Cosg(k ho)ﬁm'
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Le systeme linéaire décrit donc des ondes dispersives dont les

relations de dispersion sont

QQ(k) — _Qs(k)
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Vague : m(z,t) = 5 cos(kx —wit + @) avec wy = Q4 (k)

- ~ ~ —ig cosh(k z) ikx—iQg(k)t
7t 9 9 7t i| — m 17 ’
a(2,0): 61 2.0)| = Q. (k) cosh(kho)|

Le champ de vitesse réel associé au potentiel ¢1(z, 2, t) est alors

Uy B Hgk cosh(k z) sin(kz — w1t + p)
wy ) 2wi cosh(khg) \ sinh(k z) cos(kx —wyt+ @)

Ql(my Zat) —

pressure, h=0.5 pressure, h=0.5

\\ \W 7
\ T

x\\‘\*’_"”//fi,
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Vitesse de phase, vitesse de groupe
Vitesse de phase : ¢, = w/k
Vitesse de groupe” : ¢,(k) = Q' (k)

N kh
sinh(2 k ko)
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3.3 Dispersion d’un paquet d’ondes

~

Ecoulement [7j(z, ), ¢(z,z,t)] issu de la condition initiale
[7(%,0), ¢(z,2,0)] = [fo(x), do(w, 2)]

On doit avoir Adg = 0 et d,¢0 = 0 en z = 0 (incompressibilité + c.1.)

On décompose la condition initiale en intégrale de Fourier en écrivant

1o ( )Z/]Rﬁo(k)eikxdk et 50(33,,2):/]1%50(]{) cosh(k z) e kT dk

En écrivant la forme générale des solutions, on obtient

AN

o (k) (k) + £ Gu(k) cosh(icho) (k)
0 o (k) — 5 Do) cosh(k ho) Qu(k)| -
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Train d’ondes a droite :

771(33,75) _ / ﬁlO(k) 6ik::1:—iQs(k)t dk
R

/ ﬁlO(k) COSh(k Z) tkx—iQs(k)t dk .
R

¢1(x, 2,t) —Q4(k) cosh(k hg) ‘

Condtions initiales

mo(r) = /]Rﬁlo(k)@ikx dk et oz, 2) = ¢i(z,2,0)

e Paquet d’ondes :
o(k) =Ty |B(k = ko) + E(k + ko)| <= firo(z) =27, cos(hoz) B(x)
e Impulsion de Dirac :

no(k) =na <<= 1olx)=271q6(x)
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Paquet d’ondes :

80 ].Iz) 120 140 160 180 200
Approximation linéaire de la relation de dispersion :

Qs (k) = (ko) + 2 (ko) (k — ko) + O [(k — ko)?]
On obtient, en notant c41(k) = Q) (k) = Q. (k) :

771 (ZC,t) = COS[kO T — Qs(ko) t] E[x — Cgl(k()) t]

APM-INPT thu-surfli (2003), O. Thual September 4, 2007

42



Impulsion de Dirac :

llz) 120 140 160 180 200 0 05 1 X
En notant k. la solution de c,(k.) = ¢, on a, pour ¢ grand :

. . 1 : z
771(357 ) n Le \/E [ (t)] €

Méthode de la phase sationnaire :
I(t) = [ g(k) YRl % g(ks) ) o2 eisign[¥” (k)] F i W(ka)t
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Conclusion

Ondes de surface linéaires :

e Profondeur quelconque : ondes dispersives de vitesse de phase

co(k) ou Uy + ¢, (k) sil existe un courant moyen.

e Profondeur hg petite : ondes non dispersives de vitesse de phase

U() + \/gh().

Equations de Saint-Venant :

e hyperbolique, existence de droites caractéristiques et d’invariants

de Riemann.

e On peut aborder le cas ou le domaine spatial est limité par des

parois
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Caillou dans ’eau (impulsion) :

e Pour les ondes dispersives, I'impulsion initiale génere des paquets
d’ondes qui se propagent a leur vitesses de groupes respectives.
Les paquets d’ondes les plus rapides correspondent aux longeurs
I’ondes les plus grandes. Les vitesses sont donc comprises entre

Up + g hg et Uy — /g hg en tenant compte de la vitesse
moyenne U.

Pour les ondes hyperboliques, décrites par les équations de Saint
Venant, la perturbation initiale se décompose en deux

intumescences qui se propagent sans déformation avec leurs

vitesses respectives Uy + /g hg et Uy — v/ g ho.

On voit donc que les deux approches, dispersives et non dispersives,
se rejoignent si I’on ne considere que les grandes ondes.
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FORMULAIRE
CLASSIFICATION DES EDP 1D

Forme standard

Classification par relation de dispersion

det (sA+ikB—D)=0.

s=Sn(k) =2,(k)—1Q,(k) avec n=1,.. M

Classification par existence de caractéristiques
det (—)\é—l—é) =0.

(O¢ + A\ O) Jw =Ly (J1,...;Jy) pour n=1,...
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ONDES DE SURFACE HYPERBOLIQUES

Equations de Saint Venant linéaire

B 7+ Uy Op 1+ ho 8, U

Modes propres

ho

+
Ny o(k) = (Uo + gh()) k et @172 = ( |

Invariants de Riemann

)\1,2 = U() + gh() et J1,2 = (7 +
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ONDES DE SURFACE DISPERSIVES

Equation d’Euler irrotationnelles linéarisées

{@ﬁ—@%o
Ohop+gn=20

Relations de dispersion

~

en z = hg , AEA:O et 0,0=0enz=0

Q1o(k) = Esign(k) Qa(k) avec Q4(k) = /g k tanh(k ho)

Vitesse de groupe

1 kh
sinh(2 k ko)
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